
Cours 



Methodes 



P. KREMPF 



Exercices resolus 





Copyrighted material 






P. KREMPF 



Prufe-iseur en dashes preparatoires a CPE Lyon 



Thin- D n ■ 



1 1 III I II II II I! 

1 775-EKJ-G . ,T Ku 




1, rue die Rome - 93561 Rosny-sous^Bois codex 



opy righted msitshs. 




LES NOUVEAUX 



Precis 

B R E A L 



Mathematiques 2 1 anna* 

p Analyse / MR 
. Algebre et gSonnetrie / MP 

Physique 2r annee 

- IVIecanique / MP-FC 

. Electro magnetisms / MR 

• £lectronique / MP 

• Qptique ! MP-FC-PSi-PT 

■ Thermodynamique / MP 

Chimie 2* annee 

. Chimie / MP/PT 

Exercices 2* an nee 

- Mathematiques / MP 

■ Physique / MP 



MaqueUe : Sophie Martinet 
Convert vre ' Sophie Martinet 
Edition ; Pierre Huge) 

Mise en pages et illustrations : Suka Soft Office et Compomece 
© Brea! 2004 

Tduis Tepruduttion parti-elle ifiterdits. 

Da pot legal : septa mbre 2004. 

ISBf* 2 7495 0397 3 



Copyrighted material 



L es Nouvea ux Precis Breal sont tortus pour apporter aux etudionts das 
classes preparatoires une aide efficace dans bur travail Tout en conserve nt 
lq rigueur des editions precedent nous nous sommes -efforts d'aplariir au 
mieux toutes les difhcultes inherenles au di scours scientifique. Nous savons par 
experience que le ryfhrtne de h prepa n' autorise aucune perte de temps., et 
nous pensors qu'une explication cloire et precise permet d'eviter au lecteur lout 
« blocage » inutile, 

Striclement conforme au nouveou programme, cet ouvrage sodresse a tous les 
etudiants de deuxieme an nee de fa Filiere MR. Cheque chapiire est divise en 
frois parries complement ires, 

■ Le Cours, qm pre sente les principoux raisonnements a com prendre et a 
connaitre, accampognes de nomb reuses applications di rectos afin dd 5 si- 
milar immtdfaiemenr les notions troiibes. 

■ Les pages Mefhodes. qui contiennent ceux rubriques indispensables 0 la 
progression persannelle : L'essenfieJ permel de memoriser rapldement lout 
ce qu'il faut retenir du chapiire, et la Wise en oeuvre expose les grande* 
rrbthodes aFin d J cequ£rir les bans * reflexes » en situation 

■ les ixercices, classes par niveaux de difficulte, dont Ees solutions 
detoilfees sont en rich ies d r osiuces et de conseils jprecfkles des logos -y ou 
$ ), Certains exercices sont accompagnes de courtes indications, 
comme en colie ; il soffit porfois d'un petit « declic » pour demarrer l En 
outre, le chopitre 6 contienf deux problemes de concours troites exhausti- 
vement. 

II nous ast appqru necessasre d'occorder aux Method es et nux Exert ices 
une place equrvalente a celle du tours En effet, I'apprenfissoge ne peut pas 
ilre efficoce sons combiner £troftement ces trots dimensions ; comprendre, 
savair fa ire et s'entraLner. En revanche, s' 1 1 organise i ntel I ig eminent son travail, 
I'etudsant pourra s ameliorer dans toutes les disciplines en gerant au mieux son 
temps et ses efforts, principole condition de b reussiie, 

Ainsi, les ehudionts de MR disposeront, en electromagnetism e, d' un outil de tra- 
vail complet, adaple au rylhme soulenu de cette deuxieme an nee de prepara- 
tion aux concours. 

Nous esperons que ce Nouveau Precis les oidero a passer leurs epreuves avec 
reussite et nous repondrons volenti ers d toute suggestion, remarque ou critique 
par e-moil a I'odresse inf o s^editi on s -breal.fr- 
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CHAPITRE 




Elements cT analyse 
vectorielle et rappels 




Introduction 

La demarche du physicien n'est pas qifempiriqLie- 1! cree dts modules maihetnaiiques qui 
permetteni de * mettre e« equations * less evenernents., 



it aura besom en seconde ann^e dans I ‘etude dun phenomencs physiques du programme. 

Lapproche physique est prmlegiee par rapport a la technique de ealeui, Ee bin erant d*ap- 
prehender correctement PinterprcEation physique dcs equations ou resuitats de cakuls aus- 
quels aboutit 1’outil mathemaliquc. 
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A. Systemes de coordonnees 

On rappctlc ks trcns systemcs qui out deja etc rencontres en premiere annee 
dans k cours d’eLectrxnnagrefisnniei entrc autre*. 

A.l. Coordonnees cartesicnnes 





Fij. 1 - Lc svsl«m« III! cuoiilonncei carlusicirBii. 

Dans ]e repere orthonorme direct (O ; , wj, , h^), un point M de Ikspacc cat 

repere par scs coordonnees cartesiennes (s s e), Le vecteur position du 
point M s’ecrit alots : 

— _* _+ .+ 

OM = ac*i x + + £H r .. 

Lorsque les coordonnees x,> ou z de M subissent une variation el-ementaire 
dr, dv no ds> k point M sc dcpLacc respective men t de dx u M + dv u\. ou de u. . 
Ainsi, Ir vulume elementaire dV est un petit parallekpipedc rectangle 
d’aretes dx, d_v et dj : 

dV — dx df, 



A, 2, Coordonnees cyllndriques 




Fig. 1 - Le systerr-B cb oaordonndBS cvlindriquHS. 

On pern aussi reperer rout point M de Ik space par ses coordonnees cylin- 
driques £r, 0, z) [fig- 2) i 

r neprcsente la distance du puml M a [’axe Oc (r > 0) J 

- 0 definit la position do point M aoiour de Oa (0 ungk compris en&e 0 et 2n) ; 

- 2 represents La cote du point M. 



Chripil.'fi 1 : Emmaita ri'analyiic vcntnnmlc «t r nppnls rnalhemnrtiqucs; 
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1 Gant hats «st una tusa laeala, 
car directions des vactsurs u, 
l I dtp* ndhru da la uu \ lion du 
F :irl M. 



i L'angla 0 n eat pas la me me pee 
calui d*S cflurdOnnrtS 
cylindriq^aar car, en CKirdcmnasa 
flphirlquaj r c'esll'angla e ciu 
dorms la position da H «ulMir 
da Of 

3 Gam* base eat une sa = ? locala, 
ear mk eu m . huui das oaeteur* / r 

■ :«|i ~fc* J 

u t deiwbdamt de li pojjdipn 
du pc it M. 



4 . S«Ge propniie Ml uflf 
esc £-j7ic-i du ihiorama da Fubini, 



On, definit la base orthonormee direebe ( r/ u) en posant w — 



OH 

OH 



(H projection orthogonale du point M sur le pSan .*Oy). Dans Se repete 
orthonorme, le vecteur position du point M s’ecrit alorx : 

OM = r« + x n ? . 

Lnrsque la coordannets r, & ou z de M mbissent unc variation clemtntairc 
dr, d 8 ou ds, le point M se deplace respeoivement de dr u rt rd 8 u fl ou ds u__. 
Ainsii le volume elementairc dV «t on petit parallclcpipede rectangle 
d 'aretes dr, nJ 0 et ds ; 

dV - dr X rd& X ds. 



A3, Coordotmees spheriques 




Enlin, on pout ausai reperer tout point M dc I’cspacc par scs coordonnccs 
spherLque-s (r, 0, #) . lag. 3) : 

— r represente ia distance du point M au point O (r= OM > C) ; 

- 6 et $- defmissent la direction dans laquelie, depuis le point Q, on voir le 

point M (0 angle copnpris emre 0 et n, 4» angle compris emre 0 cr 2it]. 

- + 

On definit la base otdionormee directe ( r/ > u^, «*) en posant rr‘ = -gg- . 

Dans le jrepete orthonorme {O ; u r , ,■/ f ,•/„), le vecieur position du point M 
s'ecrJt alors : 

OM = ru r 

Lorsque Lea cuordonnees r, 0 ou $ dr M subissent une variation elcnurntaire 
•dr, d@ ou do, le point M se deplace respectivemem de dru., rd0*4 ou 
r«,in0d#rj ( . Ainiii, le volume elementaire dV est un petit parallelepipeds rec- 
tangle dktetes dr, rd@ et rsln8d4> : 

dV -drx rd® rsinOd* . 

A* 4. Integrates multiples 

Lorsqurin imegre sur une surface ou un volume, il est nccessaite de faire 
varier plusieurs coordorulies. Le calculi d’une telle integr&le, dans le cas 
general, est complique- Cependant, si la fonction a Integrer est un produit dc 
fanedons de chaoine des coordonnees et que les femes d’lntegraiion de 
chaque coordoruiee sont tndependantes des autres coordonnees, alors I’inte- 
gralc multiple est egale au produit dcs integrates simples’ : 



Tiqtl 



L’uur-. 
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L 


Cv) a - 


' K*) d* 


ff(y)dv 


h(z)dL: . 



Cdtc propriety est cn genera] toujours vcrlfiec, cc qui permet de se ramener 
dans LOus lex cas studies uux ualcLils d'integrales simples,. 



Application 1 



CalcuL d’lui volume 



CaJculcr > cn utilisanr une Integra Le, 1c volume d’un cylandre de hauteur h et de rayon R, 



Solution 

\jt systems de coordonnccs le rcvicux adapts a cene geometric 
est le systaltic de cOordonnees cylindriques (r, 9, a). On chnisit 
Tajcc de revolution du cyltndre comme axe Oc, son engine O 
etant placee an centre de L'unc des bases du cylmdre. Un ele- 
ment de voLume dV s'eerit : 

dV = dr x rdG x dj, 

Le volume V est la somme de Eous Lea elements de volume dV : 

V= J f i 1 dV = j) J JdrXrdS X da, 

avec t variant entre ft et R> ft variant entre ft e| 2 lt> e variant 
entre 0 ei ft, Com me La fonction a integrer est mi produit de 
fo Tuitions de chacune des coordonnees* on a : 





rdrX 




f>3 

x X |*JJ = x 2n X ft = JtR J jh, 



t Un chanip ast Una grandeur 
physique cut 5sl jatira en taut 
point (Tun volume da l esppee |hj, 
Vlu> ' Hreaiviit. iI’um* trtlnirtl. U 
grandeur cone Ernie depend cjrr- 
das LMrrtonni'fis du pc il qua Ten 
CMSidirB, HihS p«u( ausii 
dapand'e tfu Eanps. Urn phpmp 
statipnnairc Est indipandant d j 
tempt On champ .imlu.'iYm ne 
ddpand pa< du point pu on ip 
consider? iindi pendant ees 
epordonnaesl. 





Fi$ 5 ■ Surface aL.ci i e. 



B. Flux d'un champ 1 de vecteurs 

■ t — + 

Soil W un champ de vecteurs et S une surface. Le Dux O du champ W a tra- 
vers l.i surface S s’eerit : 

<b~ ([ W-dS = 1 1 W‘n dS, 

ou dS est * ie vecteur surface elementaire * dc ^element dc surface dS cen- 
tre SILT un point P de S, Le vecteur n*esL le vecteur unilaire normal a 1 ’ele- 
ment 1 de surface au point P- Son orientation depend de la nature de La sur- 
face, 



R* l , Cas d’une surface « fermee » 

Si la surface S est fermee I I > t alors elle delimire un volume V ct la nor- 
malc a La surface est toujours orientee sonant de S (convention). Afm de 
rnontrer que S est fennee., on note alors : 

d> = £w-« dS, 

B.2. Cas d’une surface « ouverte » 

Si la surface S est ouverte, alors elle s'appute necessatrcmcnf sur one lignc 
fermcc (un eomour) f , On choisit un sens - * * & unparcours Le long 
dc T (on L'oriente). Le sens dc n est alors determine a partir dc ccrtc orien- 
tation par ■* la rcgEe du rirc-bouehon », 





IQ 
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C, Operateur gradient 



■ Le Dh-amp est uns gmndtiiH 
SHiaire. c cst a dire li isombre 
!par OCJCStici 4 IH 1 churns C 9 
vacteu-ra). Par as.emple, -a 
le-nsyiir al'jiL', 1 b LUKii-jr. la mflSM 
valumique. sent dos n imipr- 
S.C-: iflirei. On suppnsera res 
champs define corttinuE el 3 
derives curflinuss d*n* lout In 
dom emp ? allude ce q ji eat 
prcaq.ii: iyilfcmaliL;ic me 11L la ::ai 
an physique. 



1 Ct-ti esl v;ai Car !-u etiamp u=E 
continy, 

J Lfrs isutliermet SOM laa i jiIjlls 
nu la tempGr#fcjr? est In .Tidma on 
cheque paint, lee isoba res aont 
cellaade mime prassi&n, etc... 



C .1 . Definition 

1 £ gradient est un vecteur ohtenu a partir d'un champ de Hcalaires . Dans un 
systeme de coordonnees donne, chaquc campo&ante du gradient correspond 
i une derivation par rapport a la coordonnie d’espaee correspond ante. 



Delmiftion 1 



Le gradient du champ lie scaldires / est Jefini tel que, pour tout dvpliice- 

mcnr clcrnemroire d/ on air : 

ft«d/' di ~ d/ 

ou dr csr la diffcrenricEk rotate de /. 



Le gradient admet donclcs expressions suivantes dans les divers systemes dc 
coordonnecs : 



- Rn ccunrdonnces cartesicnineK (jc> y, 3 ) : 

*™V= rr, + ±« V ^±K 



fix * d_v ' dz 
- En coordonnees cylmdriqucH (r, 0, r) : 

- »*•**"■• 

En cuordormees spheriques {r ? G,, tjt) ; 

►j r df f , I bf ■+■ , I 3/ ¥ 

grad/ = -r- w + rr ((,+■— rr-* w s . 
8r r r " rstntf * 



Le gradient etanl un operateur de derivation vecturirlle par rapport a tine 
coordonnee d'es-paee, il est homogene a 1’inverse d'une distance et son unite 
SJ est le m ! . L'unite ST dc grad/ est ainsi edit de / divLfice par des- metres. 



CJ Signification physique 

Dans re^paec, pour ur champ de scalaircs non uniftirme, le lieu dcs plaints 
oil le champ garde une merne valeur est une surface . Le gradient eat per- 
pendiculasne a ecs surfaces <■ ssn ... (nom du champ ) * rt il cst onenre dans 
le sens des valeurs era iss antes du champ. Un fort gradient signlfie de fortes 
variations des valeurs do champ sur dc courtes distances, 



Application 2 



Lm iso! henries ft In surface du sol 



Hn ete, Lcs routes sour chauffees par Lc Soicil. ct on pcuT gms- 
sicremenr modeller lc champ dc la Temperature dc I "air au 
dessus dc la route (demi-espace d’equation z > 0] par la toi : 

■ 

TC^Jr, i) =T 0 +T,C i > 



ou T Cl = 300K 3 T t - 30 K et h - 3 m, 

Calcui.LT le gradient de temperature au niwau du sol et £ dev 

altitudes de 1 metre, 5 metres et 15 metres. 



Ccure 



>na 
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Solution 

La Loi de temperature est donnee en coordonneex cartesiennes et le gradient du champ s’ecrit ; 

-^. T 3t . 3t ^ ST_^ T , -i 

* dT aT • "57 aT ■ T 

IL esi diragc dans Le sens oppose dc I'axc Os et sa valeur est : 



gradT 

gradT 



(i = 0) =■ 10 Km 1 i 
(j = 3) = 3 t 7Knr 1 ; 



grudT 

grldT 



(a = 1} s 7,1 Km" ; 
(*=■ 15) = 0y07 Km 1 , 



On remarque que la valeur du gradient eat d’autant plus elevee que la variation de la temperature 
estbrutale. 



C.3. Circulation d un gradient 

i On rappalle qua la circulaiiqn La circulation' C du gradient d’un champ de sealaires / entre deux points A 
d'an chanrjiW la Jang d'un ctiafliim et B s'eciit : 

ri ' 4trit; I & C^[ gi^d/'d/- f d/ = /(B)-/(A)L 

C^IWdf. ,A * A 

Z P;i; Hc-liniliDii du yradiant. 



Propriete 1 



La circulation du gradient d’une function / encre deux point? A et E vauc : 

C = l'Vrad/ di=/(B) -/(A). 

Elic ne depend pas du dbemin suivi entrc A et H, mais settlement de la 
valeur du champ de scalatres/ aux deux points A et B. 



Application 3 



Coiitposnniea du gradient en cylindrlques 



Utilizer lc resultat precedent pour retrouver sLmplement lea cnmpnsantes de S’operatcur gradient 
dans le systeme de coordonnces eylindriqucs. 

Solution 

On sail que La circulation elementaire du gradient est une difTerentielle totals : 

grad/df = df= dr + d-0 + dr, 

rjl? i?Z 

En coordonnces cylindriques, les trois coordonnees sent r T 0 et t, Un deplaeement elementaiie 
s^ccrit : 

“► _fc. . * «. 

df = dr u r + rd© «■„ + di u t . 

Ainsi, on peut ecrire, en posant grad/ 1 . La compos-ante de grad/suivant u ^ : 

grad/-d/ = grad/'i r dr + grad/| H rd9 + grad/"|. dz, 

expression que I’on identifie awe la premiere pour trouver les cotnposances dc Eopcratcur gradient: 
dans la base cylindrique : 



Sr.Vl, = f .gr^d/), = £ , 

Srad/Je rdf* = dEJ, aoir B»d/J 8 = ~ 



Chapilre i : Elements d'analyse vectorial ie et rapsMils mathemaliques 
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1 La dilniQntfricipn as hors 
programma ot nn an admat ictle 
rPsuhal 

i E n physique, l» signa -iijgreil ast 
purenent E&riMenbannel. 

.3. Pa i i,::Htinpli:. c champ 
ilectrastatiqua ptuOte en pramiaro 
annea ast a : ire jlatie n 
eenservainifi at la t tramp da 
Jtllflir*S ajji.icii! «jl 1« pijicnliel 
dlaictrustatiqua. 



*. Un rappfllli qu'uriu liyni! da 
champ ssttslla qu'ert chacun dc 
cas p flints la veciBur lui ast 
lamjarn. 

5. i':*nj inn syflimK'da 
coarcanne-ris aylimlriqua at 
ephdrique, ctrtairw champs op: 
una norme- variable smr tears lignea 
da champ at gjrdanl una 
diuergenca il a. II Faut aussi 
considBrer la cacanda parte ca 
cent ihuarp-iiauiii! 

t- Sa nonpp vane dar.c en ca 
point. 

1. Qn van a que lasHurces du 
champ elaclrique sent las charges 
iletMriquss La divergence non 
null* du champ friociricnr an un 
point eat alora dua a la prasenc-a 
an ca paint O' una densrta 
<vqJ un 1 que) non nuite da charges 
ilecLnqvus. 



C,4* Champs a circulation conservative 



Detinitinn 2 



Un champ dc rectcurs W cat Jit ■ a circulatinn cnnscTvati vc * lorsquc 
sa circulation cnlre deux points A el B ne depend p<i> du chemin BUivi, 
msis sculcment dcs deux points de depart ct d 1 arrive c. 

On peut montner que cc champ de veetcurs n'est autre que le gradient d'un 
champ de scalaires / : W = - grad/ . II en decoule te re&ultat suivant : 



Prnprirtfl^ 



Lorsqu'un champ de vecteurs W esi * a circulation conservative % 2 
emie une fonenan scalaire / dont ee champ esi te gradient : 

W - - grad/ . 



D. Operateur divergence 



Dil. Definition 

La divergence eat un scaluire obtenu 4 partir d'un champ de VKKun. Chaque 
TCfimt correspond 4 une derivation de l'une des composantes du veeietsr par 
rapport 4 la coordonnee d'e space correspond ante . 

L’expression de la divergence d'un champ de vecteurs a dans les divers sys- 
lemes de coordonnees eat : 



- En coordonnees carlcsienncs (x, y* s) : 



,-k _ d& , <>a., , da, 
dw(ti > = — + -f* + -r— . 

dr ay as 



- En coordonnees cylindriques {r, 0 t t) : 






- En coordonnees spheriques (r, 9, : 



= JL + _ L _ + 1 SlSk 



dr 



rsinti 



dB 



r&Lne SO 



La divergence etant un operateur de derivation vectorielle par rapport a une 

cuordonnee d'espace, suin urti[i£ SI cut le rti 1 . 



D.2. Signification physique 

Pour mieux comprcndre, on prend I'exeEnple kpius simple des coordonnees 
cartesiennea, Dans. I’eapace, la divergence du champ de vecteurs W nun uni- 
fermc restc nolle si La norme dc W ne varie pas lorsque E’on se deplace sur 
une Ligne de champ . RecipRHjueinentj vi la msrme de W varic sur une iigne 
de champn alorv la divergence du champ de vecteurs W est non unite . La 
norme pent slurs croitre jusqu'a diverger^ et on comprend mieux le concept 
de * divergence non nulle *. 

I 3 hysiquemcnt > si la divergence d*un champ dc vecteurs csr non nulie en un 
point f alors il existe une source du champ en ce point 7 . 
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Application 4 



Culcul dr div^rgcDCe 



_ k _b> 

Soient Its champs, de vctteufsW = .v m.. et W = yu ( . Calender leur divergence et represenier Ccs 
champs dans 1c plan jrCty. Interpreter. 

Solution 



Le cakul en eoardonnees cartesienncs donnc dixectcmcru : 

h,™i = jK, 0 . 

3x 3* 

Le trace de c-es champs Jans le plan jcOy donne !cs schemas suivants : 



■ , ; >W 

dir 



* x = l et divW 1 
dx 





Champ W = x i( Champ W — y it\ 

Le champ de vecteurs W = xu\ admei une divergence non milk en tout point. On remarque que 
Le long d"uric ILgnc de champ t La rrnrmc do vcctcur augmente pour diverger a t'infinL. 

- Bn revanche, Le champ de vecteurs W’ = y it admel une divergence nuLLe en tout point. Eitn que 
Les lignes de champ partem a rinftni* la norme du vecteur ne diverge pas Cresce constante) lorsque 
t’ori sc dcplacc sur chacurc d'elles. 



i. On dn *«$3i * lei mule d* Greee- 
□strooraOE-kv ». 




Fug. 6 - Snirf-acs Farr^ag- 
1 Voir chfprtnj 3_ i C.J. 




D* 3 . Far mule (FOstrogradsky 5 



Propfl^te t 



Le flux d'un champ VI' de vecteurs a travers, une surface t’ermee S est egal 
;j t’iniegfttle de la divergence de cc champ sur le volume V deMmite par 
cePc surface : 

J' W'iv dS " \\{ divW dV 



Cette furmule est ties utile en electromagnetisme, et nous verrons qu’elle 
permet la demonstration du theoreme de Gauss- - 

C’csi aussi □ partir de cette fnrmule que Ton peut definir L^operateur diver- 
gence, ou retrouver son expression, Montrons-lc pour les coordonnees car- 
tesiennes. 

St Le volume considcre se reduit a un ssmple element de volume dV fig. - i, 
alors la sommition de rintegrale sur le volume n’a plus Lieu d’exisier 



jl|divW dV = ctLvW' dV T 

ct I’inrcgralc ’jf'VdS dcvlent la somme de six ccrrms, chacun eorrespon- 
dam a une face du parallclepipede dV. 



Appekms « la normal? Bortante a la surface, Far exemple, a L’iibscisse x + dv, 
on a dS = dyda ct n — ■+ u\, 



Chnpitrn 1 : tliimmitv d'ana^w vwlcwlelto m rappifils mnihn,Tifltiqi>os. 



Than 
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1. Dans le; u j|-?s ■sYscerts da 

qi.iU'iilDiii:i:fs, It ruiSQnnBmsm est 

ie m?rr? e n considera nt la 
pHl.i i:k-|llp|jij[! rtCUHBld Oil'll rui 
UritBS CIKnnesp^P-dB-nt H !■» Variation 
Mfin’iemaire de chaeuna dei 

taiiidDin.iitS. 



2 En eHei, U torm-Jle 
d'flstrflsrntfskY BSt nnssi valaali: 
poin un V ilSmantiira 
Imfcniir.firai petal n'emoufant 
r ijn'i.Jn S«ul point h. 



3. Voir la 5 B, dans Ib^lfgI lea 
converlicns d'onenta’ion sunt 
pretriees 




Rig b • Sdrfflca 5. an S 2 . Ici, on a : 

iff- - ft «E <t *■ t\ y 



L'mtcgrtilc du flux vaut alnrs ; 

W VdS - [W(x 4 dv) -W U)]d 3 dz + [WO 4 d y) W[yS]daLs 

4 [\v,(z + dr) W,(*)]dttl>'. 






W H dS = 



aw 






djf 



I SWy , 

dyde + — — ^ dy 
L <h' 



d.vd" + 



aw 



0‘S 



da 



dxdv. 



f W n ttS - ^ ~ dV. 

■v« & to 1 



a.i 1 *)z 
Or Ld fortnule d’Osirograd&ky donne : 

f WVdS= divW dV b 

ei LL vient done 



l' 1 fu.'O 



rfx dy dir 



IX 4. Champs a flux eonservatif 



Deli ml hji'i 3 



Ln champ de vecteurs Vi Mi die a flux con kvi 1 viui 1 ■ lorsquc -son flux 0 
a travtrS toute surface feruiee S cst mil : 



pour chjuis surface S fermee, <jjj^ W-dS = 0. 

En appliquani h fontiule d’Cstrogradsky, d vital : 

^ W dS = JJ J div W' dV - D> pour Tour volume V. 



On peut dune en deduire, COmme le mlumcV esl queltonqijc : 



Proprintn 4 



Un champ dc vccteurs esi * a Elux copservstif si cs seulcmenT si : 
en raui point do Ce-spacc j div W = 0. 



D’auire pan, si Ton panage la surface fermee S en deux surfaces S. ei S, 
ouwnc$ qui s'appuiem swr 1c mcmc contour f orieme :1c h, •, la conserva- 
tion do flux ^ du champ du vecteurs s^ersE aJnrs : 

* = Jw-ndS- || s WflfdS 4 (I wVdS = 0 y 
soil ; - 1 1^ Ww, dS 4 1 1_ W-f ; dS = - ij), = Oj done = l)i ]r 

L'n champ de vecieurs esc * a flux conservaiif * si, pour touie ^uriaoe 
ouvenc Si son flux a tracers la surface S nc depend pas dc celle-cL, mais 
sculcmcnt du contour star lequel die s-'appuie. 



E, Operateur rotationnel 

E.l, Dcfinitioti 

rnrarionnd «t un vecteur nhienu a panir d'un chump dc vecicurs, 
Chaque composanie du Etnationnel correspond a des derivations par rapport 
2 ux deux autren coardonnees d'espuce. 








L’expression du rotaiiotme] J’un champ a de vecteurs dans, les divers sys- 
tcmcs dc coordonnccs est ; 









- Ert ewt donn.ee s eanestennes fx, y, z} : 

*, (dn T 'i „ i da. da. 

fe)"' Vfc'fa 

- Eii coo rdOtfui.ee i Cyhndriques (r, 9, a) : 
En coordonnees. spheriques (r, 0, 0) ; 



I 

r m 




roi(tf) 



1 j 5(a»sin61 _ 5flgV * f I 5a, _ _j_ d{ra t ) W 

rsiu 6 l 56 d$ C r 1 rslnG 5 $ r dr f* 




Le rotationmel ccant un operatcur de derivation vcctoridk par rapport a unc 
•coordonneie d’espace, son unite SI est le nr 1 . 



H.2. Signification physique 



I. Pans I*? 5Yrt&m« d? 
enordemnafs cylmdriqi. a at 
ifiheiiq>jfi. certains champs one 
une rerma varjaalc dan; une 
direction nrttionomla auKvaetours. 
•hirrdenc un rotalionndl nidi 



Pour mieux compnendre, on prelid rexemple le plus simple des coordonn£es 
cariesdennes. Dans respace, si k champ de vecteurs est uniformed son rota- 
tionneL reste nul. Cest aussi It cas si leu composantes du vreteur ne varient 
pas quand on se deplace dans une direexion qua lui esc orihogonak. Mats 
lorsqoc Lcs, composantes du veetcur varient dans line direction qui lui est 
orrfiogonale, Le roi-aiionne! est non nul 1 . 

Qualitativetnent, on peui dire qu’un champ de vecteurs a rotaiionnel non nul 
* tourne * ou • tend I fairc tourner * l» obicts sensibles a Paction, de cc champ, 
Enfin, si le rotationncl d h urt champ de vetteyr* est non nul en M 4 > poinq on 
peut dire qu'en cc point cxiste one source dc champ, 



Application 5 



Calcul de roratlonnel 



► i A 

Soiem Les champs de vecteun W = xu. et W’ = y u t . Calculer leur rotarionnel ei represenier ces 
champs dans Le plan xOy. Interpreter, 



Solution 

Ijc calcul en coordonnees carTesicnncs donne dtrectemcnt : 



rotW = 



rorW’ = 



aw, 

Hz 

dw: 



u, - 



aw 



dx 



dx 






* u = — u - — u = 0. 

^y 1 ds y dy a 

dW*. -* 5y -k dy -f 

■> — — *— t j — — ■£— jj — 



dz <b' Hi hz " y ^ 

Le trace de ces champs dans* le plan xOy donne les schemas suivams : 



h„ - , v_ - - k_ ¥= y. 





Lhapilre 1 ! Elirncnls d'aimlyse vectorial le el raM»l« nrtathatiutfques 
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Le champ de vecteurs W : ‘ = yu x admen un rotationnel Min nul cn tout point. On rcmarquc que 
dans ]a direction de Dy, orihogonalc au champ, 3a normc dc W* cst modifice, Placons un cadre 
dans I'cspaMs Ct supposoos. qu'll SOU sensible an champ. On pent imaginer une pLsnche ou un 
canoe dans une riviere, le champ etam L* champ des vitesses de I’eau qut s'ecoule. Alors le cadre 
aura tendance a sc metrre k fouriu-r ■ autnur de I axe - du rotationncl . 

—*■ _ 9e 

- En revanche, Je champ de vecteura W = jr u Y a un rutationnd nui en tout point. La norme du 
champ ne varie pan duns; une direction qui lui est orthogonal*, et &j Yon place te memo cadre dans 
ce champ, it nc pourra quo se translater horizoiualcment, 

JK* 

*y» Em a actramagnfrnsn'B, an UflnslalB saavent q(l un champ dcirt la ratal luiinal eat non n-ul jassade das I cr-es- i:u 
champ k yui lounioin ». 



1. On sent ss rapriawrtar le 
■ vecteur iciiiit-n ■ 3 l cadre par le 

ILldllL'MIul. 

7. On dit d'jiii ■ formula de Staket- 
p. 




Fig. 9 - Dortour I . 

3 Voir Ehapnre Z, S C.3. 

( Le Goraiwr wt infiniment pert. 




b On n ppgllt quo W fl5( ling 
fonclion vector elle continuo si a 
dervees <: unir je s lag dflrwfios 
de sea compusancaa sqm duns 
iiDnieus 3.111 la part* Cu I'espdcc 
dtudide 



E.5. Formule de Stokes 



Pr<» prints 5 



l J3 circulation d'un champ de vecteursW le lonp d'un contour I csl epall 
du flux de son roiaiionnel d travers toute surface ouverte S s’appuyanc sur 
c c contour ' 1 

£w-d/~ I l^rot W -d S* 

Cette formule esi ires utile en elecironoagnerume, et nous verrons qu’elle 
permet la dcTnonslration de Is loi de Faraday , 

C’est aussi a partir de cette formule que L'on peut definir L'operatcur rota- 
tionneLou retrouver son expression. Montrons-le pour les coordonnees car- 
tniennes. 

Etudions. le rectangle e-lementaire uriente shut dans Je plan Qxy et de nor- 
mal* u. tig : . Si Li surface considered s’appuie sur ce contour simple , 

a Ion la circulation du champ iTcst plus une integrate mais simplcmcni une 
somrae de quatre termes correspond ant sux cores du contour ctudie. 

L'infeprale de la circulation vaut alors : 



f 



W'dj 1 = W(jr,_v)'dr rr, + W(.e + d*-, yVdy u. 

#culn *»- m M *»-- , M | M m -* 



+ Wi> +- dx, ,v + dyydx (- u) + + dyj dy (- u). 

^ ^ ^ ** 



i 



W - d / = W^x, y)d-c + Vi r , .{* + dx, y)dy 

enuh 

+ 4y) + 

W fay) + dy]d> 



Conseritins uniquemem les termes infiniment petiis d’ordre un, c’est*a-dire 
lea termes en da et dy . Il vient done : 

j W-d ?= \W r {x t y) -W^X, y + dy)}dx + [W Y (x + d x,y) -W y (x l V )]dv 



4cncci 



W 

«=mii 



+ -* I rAV r 
t r -df = dy 



dr + 






dx 



tly = 



5W, 


dW, 


dx 


3>' 



dS. 



hC [! , i igf ctiLifti 




7 






Or la f-Onttule dr Siokes define : 



el il vient done l 






rot W-dS ” rotW j dS j( 










aWj 

ay ■ 



I. Dana Mb autras systimBSilt 

r:n;,iri;iir,iiti!H. le ra Kine-iiu :il BSE 

if mifriB an conidaranl urn 
contour rectan>gutiirE dont lea 
certs ccrrwififfinlurtl i la viriiliMi 
nkmcn-airc Aj dn-iK rim trnis 
coordonneaa. 



C'cst la compos ante scion Os de rot W. On obtient lo deux a litres enrnpa- 
sarn.es scion Ox el Ov en utsSisunt des rectangles elementaires dont les nor- 
males soni respecrivement a’ et 1 / 1 . 

E.4, Champs a circulation conservative 



Daliniti-on 4 



Un champ dr vrcieurs W est die ■ it circulation conservative '■ kmque 
sa circulation C le long dc tatlte Ligne Lernicc (au contour) I cut nulle : 

pour tout contour l\ ^ W T d/ = 0, 



En appliqiuuit la ibrmule dc Stokes* il vient : 

jf W ■ d? = j^nvt W dS = 0 , 

quelle que soil la surface cuvcrre S qui s'appuk sur le contour T, 
On peut done en d&dttire,, comme la surface S esi quelconque : 



2 En nHpi. I« rq-lntar, bs( aussi 
MalBbla pwr un cwitnur r 
elNnunl iin: lirlir'fiie'il pfliEl 
n'entour-ani * qu'un icul pc it «. 



Pxciprielc 6 



Un champ de vectcura W cal a circulntiun tonstfVftdvt + si rl Slide- 

merit si : 

— ► — * — P 

cn tout point dc respace , rot w - 0, 



1 P cm; Simon de Lep ace il MS- 
18271: mnrth#malicnpniflt phyjici*n 
I'ran^iE. Ses travail* tens is 
: a l ■: u l iteq r al el diNinential 
iUiantiEhirnMs vers I'eppheBUDO 
dm niall firral hli! 5 Si la plftyiiqua. 
5«s hkijs dn M.iclmrch i: 
ci>nc ? rnais-nt I'aarqnomiB. 

Mb probabilrtss e: la 
lh-Biiracynamiqiie- : il a naLsmraenrt 
rtcouvtri k In* PV 1 ' - Ct* qui ports 
sor niim 



F. Operateur laplacien 3 

F.l. Definition 

Le JaplacLcn est ur. operateur de derivation spatialc qui peut s'appliquer a un 
champ dc scalaires ou a un champ dc vectcurs. 



Dirt inil k:n 5 



L'expression do Laplacien AU d’un champ de scalaires U est : 

AU s div{jgrad U). 

-+ -+ 

- [/expression du laplacien AW d'un champ dc vcctcurs W est : 

.\W “ grad (divW) - rot(rotW). 



- Le Laplacien d'un champ de scalaires est un scalaire ei sort calcul sc fail cn 
utilis-ant lea expressions des operate urs gradient et divergence precedemmenl 
defutris. 

- Lc laplacien d*un champ dc vccteurs est un vccteur ct le calcul sc fait en 
utilis-ant les expressions des operateurs gradient, rotationneL ei divergence 
prccedemmcnt definis. 



mm 

HHH| ChapH.it- ■ Eli :■ -I .r alysf vrtVj 'i; k f. i : pirts i"aMviwl much 
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Le uak-u] du Lapladen A d'uii scalaire ou d’un champ de vcctcurs ncceasitc 
une derives seconds par rapport ji dcs coordonrccs spatiaks* son unite SI c$i 
done k nr J . 

F.2. Interpretation physique 

Bien moin? cvidcntCi ctle combine cclle des deux nperateurc qni component 
Lc lapiacicn. 

En eoordonnees cariesiermes, il suffk que Is champ ail une variation non 
line ain: par rapport a une des variables pour que son lapEacien soil non n/ut 

Dans !c? autre? systemes dc coord«nnccs la demarche cat pins compUquee, 
car Les. operateurs divergence et rotationnel ne consistent pas simple me nt a 
deriver par rapport a la coordonnee d’espace correspondanre. 



Application 0 



Calcul de Isiplacten 



Soit Le champ de Ficalaircs, U — CalcuLer sun laplacien et interpreter. 
Solution 

En coordonnecs cartesicnnes, is gradient s’ecrit : 



gradU = 



rau 1 ' 






dx 




dx 


du 




M-ry) 


d>' 




d,V 


dU 






L Bs J 




a? „ 



2xy 

** 

0 



Lc lapLadcn vaut done : 

A U = div(gradU) - + ^ + 0 = 2 y. 

dx try 

IL esl non nulj car ]e champ de scalaires U est une function non LLneaire de la variable x. 



1 1'Dpflr-rteur Nab'a enhiQ'i- 
programme. Nfcnnrnbms, sail 
utilisation permit di; ritngowsr 

de rnacisrB idiamatiqua es 
espreSSiuriS liuS dpSiatfiuiS oui 
prBcidBnimenl e n coordonnse; 
cartBsiennas Bt certaines 
prflpri4ifis.ennr* ces aj^iatoufi. 



G. Operateur Nabla 1 

G.l* Definition 



Defimitioo & 



L'operatsur Nabla V n'esi defini qu’en coordonnees eariesiennes. C’eat 
uii vectCUT dont le* Cumposunles sunt le* d£rn r £es parodies pur rapport u 
la coordonnee concerr.cc : 




r_n 

d.v 

d_ 

jy 





a ^ * a 

u ‘ d* ’ 



uop; 



Court 

iqhto 
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- Lotsque I'opetaceur V esi ippLiqui a cm champ de scalaireK U, par lequel 
il ctf mufiiplie* on rcirouvc Fop£nteur gradient : 




- Lorsque ropemeur ^ esi applique a un champ de vectturs W,. [a • multi- 
plication * peut ctrc un produit scalairc ou un produit vectoriel. On recon- 
nait aliors respectivement les operateurs divergence et rotationncl ; 




Eniin, le laplaeien sealaire s'ecrit : 

AU = divferadU) = f ?U = V^U, soil A = 



G,2. Utilite de Nabla 

- Grace a I’opcrateur Nabla, on pent trouver ^implement lie resultac de com- 

position de divers operateurs amsi. pour un champ de scakircs U : 

I. La pnHhit wetBrtBlrfadaux — ► — ► -» -■> -f 

weetaurs edineairas e-slnul I rot(gradU) = YavU = 0 T 



On admei la reciproque suivanie, unhsise en eleccromagnetistne j 



2. En phvs- e. ie sipa neaalif at 
p ji e Tie nt convenumnnel. La champ 
Mtttrcmtlitgu* pcissi'idp un 
pijtBrii jR [ 5G«lgir« ivqir In gcht* de 
premier? anneal ; on vet if er j 
cunt a mi? a qua son raLBbQnnal 
MMi 

3. On dit qua UV ■ derwa ■ de U. 



Priori 7 



Si un champ de weteurs W est a rotaiionnel nul froiW = 0), alors it exisie 

un champ de scalainen U dont il cut le ^radtent : 

\V = - gradU . 

Lc champ de scalaires U est appele poienrtel scalalre du champ de vee- 

teurt, . 



Ch»pi*™ i ■ Elements d'sriBivi?? wectorieLl? et rapwie msth^n'BlvqusEi 
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C opy rig htetfm ateri al 






1. V'nir | C.fl difi ee cha phre. 



1 . On pe-ut donup ennclure j]LiE, pcur 
EDUt champ dn vJcHyrt Vi. rw W El 
W id it arthogonaux in Lou: paint 



1. Comme W - not A = Vx, A. 
le champ de tiectaurs e: son 
potnntwl Yn«?ur sCwit nrthogoitfux 
sr lout p-ain. 



4 On re-cc-nr-Bit la Iwitiu&b da 
Jchi'ifliC'ii du iBplBd-ien vflctdfiB). 



On remarque que si W = - gradU s aloes, le champ dc vecteurs W est i circu- 
lation conservative 1 : 



\* # '■ dJ - J - gradU - d? = Uf A) - UfB] . 



—f 

- Unc demarche analogue permet d’ecrirc, pour un champ de veeteurs W : 

div(roiW} = ? (?aVP) = 0. 



£n effet> le produit vectorid dc deux vecleurs est orthogonal a chacun Jes 
deux veeiturs qui ]e corutkiie , ei son produit scaEaire par fun dc ees deurt 
vecteurs esi nuh 

On admet de meme La nidproque sutva rue : 



Prophets 8 



Si un champ de vcctcurs W est a divergence mille (divW - 0)* alors il 

cstste un champ de veeteurs A dont il cst k rotationncL ’ 

— » — ► 

W = rot A , 

Le champ de vecieurs A esc appel£ poi^mivl vecteur du champ de vec- 
tcurs'. 



- Enfin, si on applique ]a formulc du double produit vrctorirl ; 

a a (Ia t ) = (a -?)7- (a Ty? 

au double rocarionncl, on obiicnt : 

m (iwtW) - Va (VaW) s Va (V-W) - (V-VJWj 

soil : 

rot (raiW) = grad(divW) - iWh 







L'essentiel 



/ Syttimes dc emu'donnees 

* En coord onnees earicstenrtes (x.y. c}. on a ■ 

— ► * -*■ p, 

O.Vi - + yw^ + ¥U t . 

Unc variation clcmcntairc d-r, dy ou dc dc 
thacune des voOrdoimees prudutt urt drphiee- 
mcm rcspecTif dc d* u\ > d,v u* ou dc u . , 

Element de volume dV = 4* * dy x dr 




' En ciHtrdonnees cylindriques (r, 0, j), on a : 
► 

OM — m r + jn r , 

Uae variation cleme&taire dr, dft ou dc de 
cbacunc des coordonnccs produit un displace- 
ment respectif de dr tr^ , rdfl u Q ou da u , 

Element de volume : dV “ dr X rd& X dc. 




4 Em cowdonnees spheriques [r, B, $}, on a i 

OM -ru. 

. ^ 

Une variation elernentaire dr. dt> on d$ de 
chacune dcs coordoonees produit un deplace- 
ment respeccLf de d^ w*. ou I'sinfldii u\, 

Element dc volume ; 4V = dr x rdB * rsittfrH 




■ Application du theoreme dc Fubdni : 

jffr}gWki*) 4 xtyaz = f'/(x)dA f ' f <y)dv f' W#)di. 



J Gpe rateur* d 'analyst vector! ellc 

■ Le gradient esi tin vecreur obtenu a parrir d'un champ de scalaires. U. 

En coordonnees carrcsicnncs, lc gradient s’ccrit ; 

ffivdv - vu 

Lc gradient cst non nuj lorsquc Le champ U n'est pas uniformcs son orienta- 
tion c La ot cells Jcm v-aleurs croissaniies du champ U. 

Le gradient est A cixcuJation conservative. Entre deux points Aet B t on a, 
quel que soil lc chemin suivi ; 

r B — ^ -t 

| gradlL dl = L(H} - UfA) 

u 

Chaplin i £ unefut d'analyse vaclonefla ei rappels rralUGiTiaciquafi. 



* La divergence est un scalairt: ublenu a parlir d’urt champ de vecteurs. Efl coordonnees car- 
LesienneS,, La divergence s’eeril : 

divW = V-W 

- Ijorsquo la divergence cst non nullCj la nnrme du vectcur vane le long dcs tignes, de champ. 

- Fnrmulc d’Osri'ripradsky : le flux d’un champ dc vecteurs W a travel une surface fermee S 
est egal a L’in tegrale de la divergence de ce champ sur le volume V delimits par cctte surface : 

| W*« dS - jj| v divW dV. 

Consequence ; un chsmp dc vcctcur* a divergence nulls (divW - l>3 cst a flu* conservatif : 
son flux jj>^ W-r/dS a travers toutc surface fcrmic esc nul cr son flux a travers route surface 
ouvertc ne depend pas dc ccitc surface,, mats settlement du contour sur lequcl elk s’appuie- 

Un champ de vecteurs W a divergence nulle (divW - 0) pos&ede un potential vecteur A tel 
quo : 

J* K -+ 

W = rot A 

Pour un champ de vecteurs W, on a ks equivalences suivtuites : 

—j> -+ “ Sr ~+ ^ “ |r 

W esc a Hum couservatif *=& divW = 0 en tout point » 3 A ■' W = rot A. 

1 Le eotatforuiel esi un vecteur obrenu a panir d f un champ de vecteurs. tn coordonnccs car- 
tesiennes* Le rotationncl s’ccrit ; 

rd'tW = VaW. 

I- -Jr 

- Les vecteurs rotw ei W sont done orthogonaux. 

- Lorsquc 1c rotationnd est non nul* la nor me du veetcur nc rcstc pas eon stance dans une direc- 
tion orthugonale a celie du vecieur. Generalement, les tignes de champ d’un chimp de vecteurs 
a rotadonnel non nul * tournent 

§■ 

Formule de Stoke* : la circulation d'un champ de vecteurs W le long d’un contour F est egal 
au flux de son rotaticmnel a travers toutc suTta.ce onverte S s'appuyant sur ce contour : 

IW-d/ = J| rot W-dS. 

Consequence : un champ de vecteurs a rotatioonel nul (rotUP — Oj cst a circulation conscr- 
vsitive : sa circulation le long de toute ligne fertile^ esl nulle el sa circulation entre deux points 
ne depend pas du chemin suivti oiais settlement du point de depart ct d’arrivee. 

EJn cliamp de vecteurs a rotation nd nul (rot W = 0} possede un potential scalalre U tel que : 

W s - E radU 

— j fr 

- Pour un champ de vecteurs W, on a les equivalences suivantes : 

— P fr. — k — fc- jp_ 

W est a circulation conservative rot W = 0 eo tout point t? 3L’ W = - gradU. 



- Le tapliicicn est un scalaire ubtenu a partiur d’un champ de scalairrs ou un vecteur obteuu k 
parrir d'un champ de vccicurs. £n coordonnccs eariesiennesj le laplacien s’ccrir : 

S- # • + 

At' - V’VU - V J U si U est un champ de sealaires, 



AW, 

AW 



si W est un champ de vecteurs. 



AW = 



Formulaire 



On regxoupc el cxpliL'Ltc duns Ct iiirmulairc k*s eipressiuns de Kms Ics upcmej th d'analyse vtCIfr 
rielle dans tes [rots systemes de coordonnees usueta. Soient U un champ de scalalre eiW un champ 
de vectewBs 



/ En eaurdunnees earttsicium 

dx 

dU 
Sy 

au 



dtv W - 



rotW = 



dU . 


+ au 


iv 


fly 


dw T . 


dw, 


djr 


fly 


Cra r , 


dw,. ' 


dy 


da 


dw t 


w. 


da 


At 


aw, 


dw. 



dtj — i 



3 ? 



■ AU = 



L ^ dy 

a°u Bfu 

dx* dy* ^ 



* AW = 



AW 

AW v 

AW 



r r)-\V, &W. &W, 

3 x- dr te- 

™ . 3 PW, . a*w. 



^ +■ 



C/A' th r7 ds r 

frw. , [ yw. 

clx* dy 2 ds z j 



/ £n tiuurduniu-c& cylindm|iics (r, 8, 



gradU — 




1 dU 3 U - 

7 * w * * aT “■ = 



* divW 



I AWJ 1 dW u 3 W. 

r dr r d8 ds 



" 3 U s 
dr 

1 dU 
r 

dU 

■v dz J 
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7 Si'' OF , 




1 d ; U SJU 

r 3 3^ 3s 3 



Exi coord«nnt'fii sphi'rtqui's <r, ft, 0 -) 



i au 

v r 5-inS r)6 

. = i afr*w,) , 1 ■■ am.infl) , i aw 4 

t 1 Sr fhm 9 39 ruinth 3 $ 



/ Rvluliuns tnlre upmUeur^ 



* div’(ratW) = 0. 

* mKjjradU) ” [ 3 . 

» AU = div(gradU}. 

* AW - grad(divW) - rotfrol W), 

* grad(UV) = U grad(V) + V grad(U}. 
■ div(U#) = W-gradfU) + U divW 

* rotfU\V) = U rot W + gradU a W 

* div(W A V) = VrotW -W-rotV. 



3 u - , i au - , 

— — v + — U + 




3 r 

\ au 



rsinfl 3 G 



r $9 




rsinfl 3$ r dr 



1 f JfrWJ 3 W/ ', 

, r l dr 36 ) 



± IA, ay | 

H 3 A 3r I 



+ 






ay . 0 au-i 1 a 3 u 

d0 ' SkO 36 ) r’sin^ 



Ex. 1 Circulation conservative 

Montrer que k gradient d'un champ de scalaiws U 
eat a circulation conservative. 



Ex. 2 Flux ccmservatrf 

Montner que le roiationnel d’un champ de veaeuxs 
W es-t un -champ ;i flux couiservatjf . 

Ex. 3 Gradient an coord onnees cylindriquas 

Scut un champ de scalaiies U defini dans tout 1'es- 
pace r 

Oti twit ; 



... _ 5U , HJ . 3U _ 
dU = -r— dr +■ -rr d 0 + -r— dO 
3r clfl dO 



la difTercmLclIc cLc U. 



1) Exprimcr dU en fonctian de I’operateut gradient. 

2) Dormer I’expression du deplaccmem elememaiie 
dr en cuordonnceE sphenques, 

3) A pflruf de I'exprenkn roathkmatique de La difle- 
remidle de U n de son expression en fenciion du 
gradient, en dcdutrc tes croli composantss du. gra- 
dient d'ur. champ do scalaires U dans le systeme des 
roordonnees sphenques. 



Ex. 4 Divergence en cooffdoonees 
cylindriques 

On se propose d'ecudier I'opcrateur divergence dans 
lc systcmc des coord ounces cylindriques. 

]> Que represents fapnileur divergence du champ 
de veereujw W en lerme de flux ? 

2) Represemer un element de volume dV en cooo 
dOftfkes Cylindriques, 

— Is 

3> Cakuler le flus du VMtturW ;i ton vers 1 'element de 
volume. 

4) En deduire L'espression de la divergence du champ 
de vecteurs V(’ p en coordcnnees cylindriques. 

Ex. 5 Rotation no I &n coordonn&es 
cylindriques 

On ae pnpoK d^udier la co<mprti£ume LvrthurtdwUe 
fsuivant du rotationncl d’un champ de veeteurs 
W dins k system* des cwrdcinntes cylirtdriqu-ev 

1) Que represente I’operaieur rotaxionne] du champ 
de vecteura W en lermes de circulation ? 

2) Quel esc k comour adapts 4 retude de la cruppo- 
same orthoradialc de 3’operaieur roiaiionnel ? 

3} En deduire Fexpression de cette compos ante 
OTthomdiale, 
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Solutions des Gxcjciccs 

Exercice 1 



LMonrrons quc la clrculniton dfgrai. 1 L 1 entrc deux points A ei H rtf depend pas du c hem in sum 
entne ees deux points. 

- Suit un contour fertne F sur lequd eat defini eti tout point gradU, La circulation de Ce vecteur 

Le long du contour ferine F s'ecrit 'j> gnadU'dr 1 , oil dr represent? un deplaeement elemetuaire le 
Lohr do contour. 

Or, par definition, dU = gradUdr. 

Done £ grad, U dr = dU = 0 , puisque le contour csr ferine. 

- Suit nwintenaiit deux lignes r, et F i quelconques reliant deux j . 
points A cr B de Fespacc cr orientes de A vers B. Leur reunion 
forme un contour feraie F Le long duquel La circulation du vecteur 
gradient eat nullc ; 

0 = £ gradU-dr = | grodU-dr * ^ gradlj-dr 

e j grad U- dr, + | gradU-t- dr..), 

JTj J r 2 

d’oii on en deduit t 

, gradU-dr, - I grutlLT-dr,. 

- r i Ir t 

Sur Is 'igne 3,, an Integra du paint U vers le paint A, danc dsns !e sens oppose ait cOnlntii on prend alors 
un diiuiacemenl Slinumtairfi dr/ dr 





La circulation du gradient ne depend pas du chemin iuivj entre tes points A et B, e’est done un 
vecteur A circulation conservative. 




On a iuStl vU l-i> t-juis qu« !a i AciikttH|UA list vc'r-l 00 'Iprppnulti 21 



Exorcice 2 



Montrons quo Le flux dc rot a tracers deux surfaces quclconqucs s’appuyam sur un mcme 
contour est egal. 

Suit deux surfaces distinci.es S, et S. s'appuyant sur le contour 
ferine F, leur reunion formant une surface S ferm.ee, f . 



I £■ flux de rot W a travers la surface fcrince S s'cerit yrotW-dS, 
ou dS — n"dS represente un element de surface $ et p/sa nnrmalc. 
De merae, Le flux de nit W a tracers la surface ouverte S i s'ecm 

I I rot W-dS i , ou dS i “ n\ dS represents un element de surface S 



k- 



\Sx 

/ 



,n 






et n La normale rcspecrivc. 

D’apres La for mule d’Ostrogradsky, J>rot W'dS = J[l div(rot W)dV, ou V represente 
delimite par la surface fermee S, ' V 



le voturne 
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Or It formutaire iiidique que div(rotW) — 0 . 

V* Pour se soman r it catte propnete. an ra sama an cDDrdannaBS cartasiennas : 

drvfrct W) * V-(V a W) ■ Q, 

d'apres les. preprieles combiners ties produifs ec plaices et veetpriels, 



Done ^rot W-dS = 0. 



La surface S est orientee vers I’exierieur du volume, alors que les surfaces et S 2 sonc orientees 
par le contour comme indique sur Ee schema, avee dS L =dSetdS, = -dS, D'ou : 

0 = £re*W-dS = JJ s Mf'dS -i- fj rot WdS = £ KtW'dS, + [( mi W-(- dSj). 

On en condiiit : 



\\ rot W-dS, = \\ rot W’dSjr 



Le flux du rotadonnel ne depend pas de la surface ouverte sVppuyant sur le contour S, e’est done 
un vecteur a fins conservatif. 

.H. 

-w- On sauss* vti que la r&eiprwpe est vraie Ipropri&e Si En effet, si un champ W tse A Flu* conservatiF, slots 

div W = D. 



Exorcice 3 



1) Far definition* si on considers un deplacetneni eLemenialre dr le Song d’ un contour quelconque : 

pradU dr - dU, 

2 ) En pnordcinnces spheriqucHj le dcpiacemeitE elernentaircdr s'ccrit : 



dr — dr u r + rdfl u' 4- r sirifci i; ( . 



3) D’apres riooncij dU - dr + d£l + dtjj- 

tfr 0 s? 

]■ — N 1 

Or, par definition, gradU ■ dr = dU. 

AvfiC gradLT = grudU ] iT p + gradU j p ■+ gradU 

dU = gradU ^ dr + gradU rdfl + gradU rsinQ — dr + 

Par identification, on obtient : 

e< " TtITe *T ■ 



on a 



su d 0 + ^dt. 

clip 



On rstrarive Lien las expressions donnaes dans la fornnilairfl. La cemarche da rat ax&rdicB asl una damareha 
ties genera le qm perms) rie retrpgeer les compgsantes du gradient dans taut systems de cotirdonnees- 



Exercice 4 



1) Pour toute surface fcrmee S> !a formule d'Ostrojpradsfcy permet d fc ecnre : 
ouV csr Ic volume deiimitc par la surface S. 




rftatena l 



CnepHitre 1 Siemenis d enelvse vedorialle e( rappels matNrnstiques 







Done, si on coosid^re 1 'integration sur un volume elementairc dV 3 on cm dedust ^ 



djvW dV = W-dS. 



L'operawtir divergence represente done le dux dtt wctuurW a travers la. surface icrmcc 
entourant un element tie volume. 



2) En coordonnees cylindrique* I'clement de volume e&t 
urie pinion de cylindre que Ton a&simile a un parallelepi- 
pede rectangle de volume elemcntaire dV ~ dr K rd6 K da. 



3} Pour ealculer le flint total du veeteur W a tracers le 
volume > on ajoute Its flux a tnven chacunc des sik faces 4u 
paralldepipcdc. On reprend l’rHfntrnt de volume nepre- 
sente a la question 2). II eat important de se rXppeler que 
la outface entouratH le volume est une surface fetmee 
orienree de rinrericur vers Pcxrcricur du volume. 

On nimina par its ires de taces opposes sur I'elemenl de 
volume. Cheque pa ire correspond u la variation ilaihentiinfl 
tf une ewntoflnto. 



* Variations de 0 

— + 

Pour la face coloree en vert sur le dessin d-CDKUtt, le flux de W est egal a ; 

W-dS = W(r, 0 S 3 ) dSC- ?) " - W t (r, 0, z)drd3. 

Pour la face coloree en gns sur le dcssm d-contrc, le flux de W est cgaL a : 

W dS* = ( r, 0 + 40, *}■ dS tt B = W B (r» e + 40, *)drd*. 

* Variations de z 

Pour La face coloree en vert sur le dessin ci-contre, le flux de W est egat k : 

W - dS - W(r, 9, s>-dS(- 7 x ) = - W,(r> n)rdrd&, 

— ♦ 

Pour La face coloree en gris sur le dessin ci-ountre, le (lux de W est egftl a : 

W dS - W(r, ft, 3 + dj)‘dS u_ — W.fr, 0, £ + d3)rdrd0. 

* Variations de r 

— fc 

Pour la face coloree en vert sur le dcssin d-contnc, le flux de W est cgal a : 

W dS = #(r, e, 3) dS(- »*) = -Wfa 0, jJmdBda . 

—i 

Pour la face coloree en gris sur le dcssin ci-contre, Ic flux de W est cgal a : 

s tf r (r + dr, 0, s)-dS u = W r {r + d r t fl, sJrdHda . 

Pone le flux total dc vaut : 

£ #d^ = [w/r + dr* *) -W r fc 0, a) J'dSde + jw B (r, 0 + 40, s) - % 
+ 0 n ; + ds) -W T fcfl, s} rdrd0, 

Wrfr+dr, 0 ,*)-W,(r, 0 * 3) _ SW r , h 

Or, 51 dr est sutfisamment petit . — = — — (r 5 0, 2), 

dr dr 









{ r , fl, i) 



drde 






EkwcilSs 





De ratine, pour les autres termes : 



et 



m , ° ♦ ■le.si-w.fce.*) 

d# M l ’ ' 1 



W Jr.fl.^d.-} s) .aw, 

d! fe 1 ■ ' '■ 



En fifet, mathemaiin ii f B rent, la dprivee d line Icnmnr sr delhit par la limits du rapport : 

f I * * d*t - f [4 dfW 



lim 

et-4 d* 



dar 



On ten COneLul que : 



; 5 V 8r 

A) Or, efapres la question 1), on a : 



WdS = (r, 3, z) + (r, % z) + ^ (r ,6,^ 



div#dV = | $ dS, 



Done : 



t _ aw r , A fc , i aw, , „ , . aw. , * , 

divW = -r^ (r, &, *) + - (r, 0, as) + — — *■ (r 9 «, *). 



-y- On tbUduvr 5 an I'axpressian dannea dans la lannulai re. La darnarctia da c-et axprcicE ast une demarche tras 

a^nemle qm pennet dc retronver repression do Is divergence dans tout systeme de coordonnees. 



Exercice 5 



1) Pour tout contour ferme F, la formule de Stokes pertnet dkerire : 



£ #d WI 



rot W'dS j 



oil 5 «r unt: Surface ouverte qudeonque s’.ippuyant sur le contour F. Le Dux du FotatioDDel de 
W a trovers one surface elementaire es* 4nnc egal £ (a circulation 4u YMtWTW U long 4u 
contour hut lequcl a’appuic cctte surface, 

2} On cherche Ich compo&ames orthoradiales du rotalionne] de W. Pour eda, il faut done comide- 
rer une surface orientee de normals e’est-a-dire par esemple la surface represemee en vert sur 
k schema ci-dessus. Le contour adapts est alors ]e contour T represente en vert. 
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3) On suppose que le contour elememaire a des. dimensions faibLes, de sone que Ton pent consi- 

—* — K -* 

dercr queDF -dl — W d/> ouW represente la compos ante du veneux W dans la direction du veeieuf 

df. 

A fin dc calculer la circulation, on a nriente Lc contour dans le sens ABCD Lndique sur Le schema. 
On trow? ; 

jt w dT - W AB + W BC + # CD + vf- DA 

= W(r, 6, « + da)dr - W f (r + dr, 9, s)ds - W r fc 0, z)dr + W(r t ft, t)dz 



Of, 

ec 



W.(r + 4r> $, -)-^ , .l> ; b», g ] 

dr 




£r, 9, *■) 



W r (r, ft, g + dg) - ft, g) 
dj 



dW r 

ait 









On en deduit i 

£w dJ = (r, 0, *) - ^ £fj 0, i))drdx. 

Comme i W-d/ = JJ^rot^-dS - Jj^rot^-dS u‘ B - rot VC' | B drd3 d on cn condut : 

Mtw), » ^ (r, 9, *} - ^ (r, 9, *). 




On reirouve bien rentwessi<ni denied© dans le lormulaire Lb demarche de cet exereice esl une demarche tree 
general e qui pernef de relrnuver les cempcsantes du rotatMunel dsns tent sysla™ de cnorii&nnpEs. 
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Les equations 
locales de 

l ’elec tro magne tisine 



D s un paint de vue historique, on constate que les lois physiques de I’electromagnctisme one 
ete decouvcrtcs &an& liaison ks ones awe autres et dc maniere incomplete {champ clcctro- 
statique, champ magnctosiatiquc). Dc cct ensemble disparate dc lois, Maxwell cn a tire dcs 
equations plus general ts. T1 a etc avere par la -suite qu’il etait possible dt demontrer toutes 
les lots de Pelectromagntkisme a partir des seules equations de Maxwell. En postulant 
d*ataord ces equations, ck&r cette demarche inverse a devolution historique, qui permet un 
raisonncmenl dcduclif, que Ton propose dans ce cours. It suffil done, pour acccder a l’en- 
sembte des lois ttu thtoremes de r&cciromagattisnie, d’admettre les quatre equations de 
Maxwell, Cela est possible ear ees equations locales som des equations vectorielles valuables 
en tout point de Pespace, dans tout milieu, et a tout instant. 

Les equations de Maxwell reliem les deux composantes M et 1^ du champ electromagnt- 
tique a leurs sources, les densites de charges et de courants. 

La demarche du cours, confer me au programme, met Paceent sur I 'interpretation physique 
des equations mathematiques, plutdt que sur l 1 aspect calculatoire ou theorique. 



Plan du chapitre 2 

A, L<?$ spurges dp champ electrornagrirHiiqu* 

3. Les equations die Maxwell 

C- Formulation integrate des equations de Maxwell ......... 

0 , Etude des potentials 

E. Relations de passage du champ electromagnetique 

F. Genera Hites sur la statique 

G. Guetques dispositifs electro statiques 

H. Complements de magneto statique ..................... 
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A. Les sources de champ electroma- 
gnetique 

Ce scmt les charges electriques. Parmi dies, on distingue les charges mobiles 
ci les charges fiscs. Lorsqukn parkra de charges, dectriques, il s’agira de 
celles qui snnt fixes, car ]« aulres defirissent par leur mouvemcnt le entrant 
electrique, 

A*l* Echelle d 1 observation et continuity 

A S’echelle aiomique, deux noyaus d’aiomes voisins sont separes par du vide. 
Alon? que 3a dimcns.ion du noyau est dc Porcine de 10 |IS m 3 la distance entre 
deux noyaux les plus- prnches est d’envim-n It) ID m. l^a masse etant concen- 
tres cn quasi -iota I ice dans les noyaux (de masse ires mpfrieure a cekle des 
electrons), on cn deduit que la maricre «t concentric dans dc petite espaccs 
Spares- de vide : la masse est ilunc discontinue a L'kbelle atumique. 

A Fcchcllc macroscoplquci c d est-a-dirc a 1'echdle dc mesure que noire cell 
peut apprehender (le centimfrtre ou le metre), line pianche nous- parait 
homogene et la discommuiie precedente n’est pas ressentie. n en est de 
mcmc a I'cchcllc dire * mcwwcopiquc * du micrometre, tres grande decant 
rechehe aromique, mais infinitesimale devant rechelle irtacruscopique, 

Un element de volume 1 mesoscoplque * dt scmble infinitesimal a I'echelle 
macroscopiquc i il ippuait alors comme un point. IL coniknt approKimati- 
vement 10 l] a 10 IJ atomes. On ne peut alors pas distinguer les masses ct le 
vide dans k volume dr. On suppose alors que la maticre est un milieu 
continu. On parle, a J'rchelte microscopique,, d' approximation des milieux 
>■ Lapurramaliiw dies miliBU.it cominus 1 
continue fstvalatile s fortiori 

iHchtiia njcriMcijpiqut- En sccondc annee, on sc place a i’cchcllc mesoscopique : un volume « jnEjnL- 

ment petit * ou * elementaire * est alors de dimension mesoscopique et on 
peut done appliquer I’approximadon des milieux condnus a routes lea situa- 
tions. 



2- II as? d'4chal!a rnflwscoBiqufl el 
le vnlume sent $ Stre la point P a 
I t; lI- ullu maeroscGpiqLiG. 



A, 2 * Density volumiqiie de charges 

Lorsqu'un element de volume ■ elementaire x dt centre sur un point P 
contient tine charge electrique elementaire d# s on pent deflrnr la densite volu- 
miquc dc charges p presente cn un point P : 



Dflimliuii 1 



La densftc voluniiquc dc charges pnesente cn un point P dc Ikspacc est ; 

OU df est la charge electrique elementaire presence dans lie volume ele- 
mentaire dt centre sur le point F, 



3 LinUgrala :1 l i Atra crir>i»sieras 
rorrmu line addition fl'ltf* iniim*d 
felfimantr infinimantpalitt,. 

« non comma une nchardva ce 
pnfifrvf, 



L'umte SI de la densite volnmique de charges p est le C-m J , la charge dij 
skxprimant cn coulombs C et le volume dt cn 

Ainsi, la charge dectrique comprise dans un volume 1 est cgale a la somme 
de& charges presenter en Lous points P cun slituiint De volume : 



Chapilr* 3 : L«* aquation* local** do- I'Htaarnmngnril ism* 
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1 On pane a mil de denaltb 
* vu ao*lic cUc m, 

2, f*a r B*emple. un baa conductaur 
nf P«u1 E ire c^iargi q ,m sur vs 
Eurfacs a I ictiellB macroscQpique 



3, Can a ep-aisseur estmrite a 

I'itfwllt ■nnqrr>5>:c. |iiqiia?. 

4. Ansi nWisuitopique. 




Fij-1 - Surf art S d'ip»i$$|yr fiJ 



5. IJir ic qr.= Is do4 eire car e* da r BS 
comma une addition d'une inlimcB 
■d'iliniBnts. mfinimBnl palrt*. 
at non comma une recherche da 
primiliw- 



& C'esi un milieu cunducceur, dans 
lutj iii. L l Ifr -deplart mBMl Cus charge* 
est poEEible. 



i 




Fig. I ■ Vijtwnfc* cliiminliiri! centra 
ttir un DC nt H 

T. II s‘agn c une vale jr mnyenne 
dans tp rnadWe. 



A. 3. Densite surfacique de charges 1 

Lonqu’une charge ie trouve, a rechdle macroscopiquc, rcpartie sur unc sur- 
face , on park dc densite surfacique dc charges eketriques. 

Comme Jen atonnes uu molecules charges OCCupertl n^ce&saitemealt uu cer- 
tain volume dans I’espacc, il est done inconccvabk physiquement dc pouvoir 
tnniVCT dcs charges sui une surface. I -a dcnsitc surfacique es! une modelisa- 
tion mathematique. Une surface est considkree etre une crmche de grande 
c [.endue devuilt SOU tpaisseur, Laquelk pOufra etre consideree comme nulleh 
Si on note A! I’epaisseur de cette cuuche dans laqueLle exisie une densiie 
voiumique de charges p, alors on peui definir une densite surfacique c de 
charges a rcchdlc macrtKcopiquc : 



D»finiti<sn 1 



On dit qu’une charge clectrique adrnet rule densite surfacique de 
charges tr sur une surface S si rtpaineur A/ de la couehe chargee est ires 
inferieupe aux dimensions de la surface S ■ Avcc p densite vnlu- 

mique de charges dans la couche Aj", on a alors : 



= 1 



no Hntegralc cst Fasts sur I'cpais-scur Al, e'est-a-dire dans one direction 
on hogon ale a la surface considered. 



L* unite de n esl ]c C m z , car son unite est cclle de p muLtiphce par unc Lon- 
gueur. 

Ainsh la charge clectrique dc La surface $ est epic a la somcnc tics charges 
a(Pj dS presentes en tuns points P constiluant la surface : 

<? = (| dfl = (f Of PJdSh 

jj s 

ou 1 'element de surface dS est centre sur te point P. 

A. 4- Densite de courant voiumique 

Le courant clectrique correspond a un mouvement de charges electriques. 
On mesure a I’aide d'un amperemetre I'Lntcnsitc du courant clectrique qui 
parcourt un hi. 

Lorsque Ton se place a une echelle d k observ«ioii mesoscupique^ 3e fil n"est 
pl us irrflni merit fin ct apparait commc un -solid c". 

A I "cchclk mesoscopLquc t la matierc de cc milieu peui libercr n porreurs de 
charges par unite de volume. On note q La charge de chaque porteur mobile. 

On considerc un volume clcmentairc ecnrr6 s-ur un pcim \1. On chnisit utl 
cyliildre droit de base dS et de generatrice di' CoLtneaire au courant elecLrique 

CfiS-2)* 

Le volume ekttteniaixe dT = dS'd / contient dX — udl “ h dS-df porreurs de 

charges librea ?. La charge du ^lume dr est done ; 

» —► 

d^ = #dN = ttydr = nq dS'd^ . 

Les charges mobiles possedaru la vltesse v parcourent la hauteur d I du 
cyhndrc ckmeutaire pendant un intervalle de temp& dementaire dr teL que : 
df s= v dr . 
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Cuurs 






1. On rappalla- qua f interne qui 
IravHr** iim; siirfacn dE u-sl la 
quantita da charges qui ttavarsent 
cene sjilaca per unuB da tempi. 



2, C-nns la definition du vetleur 
c arsie de couiartl, il s'agi de la 
c srs-iii des clharget qui $e 
ilHip.Bcmi, iMafertt6M dlirtBreniq 
de (cute d ensue de charges lines, 
par example cells des ions du 
rfe$«*y Crisulliii uu la dsnjirii dp 
barges yue en elest^stabquB. 



3. Si fan parlance denaitfe 
vqlumiquft di cui. uar", aliJrS luriTd 
derail etrq infrn- 1 . ce qui n'esl 
pa* la ;a = Mans corr ne la CDvrarrt 
est bien r epart dans unvulume,. 

' eat logique- de carle' de courani 
wcdyimiqmi, d'pu -c ngm fin 
« densite dt CUUr^nt vriiirr qi.n * 
pour /. 

i Cu iiij'iL api da de-nsiti da 
coursirU a de-jh tt# imrodpl <n 
premiere anee dans le coins 
d'eleclrocinetique. 

5 Cast stars une nappe de 
courant, qua far peut par example 
pblmir larsq ji: rig nauranT 
ilectrigue naTc.irt pne band* 
meUlliquB defres F-aible SpaisE-aur. 
6. Ca'lc fcpiitidur usl Milt ;i 
rdchelta mqtrpflKnpique- 
I. if bsc rroscsacaiq je 



Ainiii I'intensite eUmentaire di' 1 du courant deccrique irsiversani rdement 
de surface dS esE donne par : 

. dN dx ,j dJ* 

di = q — — = nq — = nq db- — = nq t' dS. 
dr di r di dr 

Pour obtenir VinteiisiEc totale du courant elecrrique, LI faut ajouter routes 3es 
mtensiies elememaiies, e’est-a-dire Lntegrer dr' sur la section S du conducieur. 

On defLnii aiors le vecccur densite de courani : 

/- ,n ? tU Pm v, 

expression dans Laquelle p n = nq designs La densite volumique dc charges 
mobiles possedant La vitesse v . 

Aina-i^ on ecrtE eE rinEensiE^ totale S h eCriE : 

i - /<!, = g f. it 

L'imensiie totals qui traverse unc section S dc conductcur est done egale au 
flirt du vecEeur densite de enunnt a trams cette section. 



Definition 3 



Le vecleur densite de injurant / est Jefini par 

T= ~ P, m v\ 

au = nq est la densite volumique de charges dcs porreurs mobiles de 
vitessc v- 

L'intensite tOCflle I qui travets uric section S de eonducLcur eat oblenue en 
calculant le Auk dc j ni, travers cctte section : 

| 1 */ <Lt= ///- dg - | 

Uintensite I s’expdnTnanL en amperes A et la surface dS en m.^ I 1 unite du vec- 

tcur densite de courant volumique j est TA-m -1 K 

A.5. Densite de com rant surfaeique 

Lorsqu'un courant se tzouve, a TecheLle macroscopique T etendu sur une sur- 

face , on parlc de densite de couranL surfacique-. 

Cormne les charges mobiles oceupent necessairement un certain volume 
dans L'espaoe, il est inconcevablc phvsiqucment dc pouvoir frnuver un con- 
rant sur une surface. 

On en fait done une TnodeMsarion mathematiqui; simulant unc nappe dc 
courant qui circuit rait sur une surface S dont repaisaeur Strait negligeable 
devanc la superfine de S' 1 . 

Si on note Orf fepaisseur de certe couchc j dans Uqudle cxiste une densirc 
volumique de chargeti mobiles ulorS Oil peut defini r une density de COU- 

ram surfacique a Techcllc macroscopique : 



□clinilinii 4 



On di:L qu’im couranL admet une densite surfacique de ctHirunt sur 

une surface S si Tcpaisscur .V de la couchc ou circulcnr lc» charges 
mobiles de dcrsite volumique p M est tres inferieure aux dimensions de La 
surface S. La densite de courant surfacique esc dotince par : 




ou I'integraie est faite sur fep&Lsseur e'est-a-dire dans une direction 
orthdgonaJe a la surface considered. 



Chspile® 2 : IflS equations locales tie- I'tHectromnigniil'ismo 
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Fig- 3 Flux d j vectEur d IravBra 
l-s liu nr |AB I 



1. Ura ligns pButflt r -e cansiderB 
cnmrra la, * secrinn ■ d una 
surfice 

l L'lmfiagrak dait Sira ccmaidEree 
connive uni gdtfJli&n d'une mFsnicd 
3 a sir ar is infirtimsm pscis, st nan 
COmm# uni rachBreti* d* 
primitive. 




Fig. fl - VoJiirrfi t da turtaca S. 



3 . Co rdsodim ttl fltflriJO an 
mathe[T’BtiquB 3 2 “ annee 
cc ic err aim =« ime-gralas a 

paran>dl,Tn II '-aliiali: pcur dvs 
1 mictions p iufiisdoimart 
riy.ilniBs, ti ulu nujfi. 
Mippiworom. 

4 Dr, a ,i[, ;;l 'a tarmule 
d'Oflr(«f«l$iiv, vcur chapitf* i. 

io.a. 

5 . En oirot, Id oenriolB * Knflo- 
sxirfaco farmte eEtsortiDia at lo 
Gourd nr er. c anpre positive Tie it 
x'lt suit dc S 



6 Cane Equation b« anaocje u 

tCquaiibn idL-ali: -dt la 

DonsarvBtiBn do la massa on 
'nei-aiicue des ftuidas, de-it >b 
dp tii: ■ iKl: Ml -hit BM Kiir ‘flirt. 



L 1 urme de jl esi le A- nr 1 , car son unite est celle de /muliipliee par unc lon- 
gueur. 

Ainsi, le courunt elcLirique qui pareouri urie surface 3 esi egal am flux du vec- 
teur densite surfadquc de couram a iravcrs xmc lignc Ha. 3). L’inccnsirc 
passant a Havers unc lignc [AB) eomcnuc dans la surface S s'ccrU ^ 

f w f H » 

l55 l d, ' = J I A'« •*«-* 



oit Jti eat Peletnenl tie longueur de la ligne [ABj el n un VeCteur unitaire tun- 
geant a Ea surface S ei normal a la ligne en tout point. 



,\*6. Equation locale de conservation 
de la charge 

Constdcrons un volume t delimit par la surface S, dans lequel exisie une 
dcnsttc voluirtiquc dc charges p, non unlformc et variable dans Ec temps 
l . Alnrs la charge tqtale Q( f) dans le volume p est egale a : 

QCf) = jJJpCP, W - 

Entre l« instants 1 et r -l- dr, la charge to rale vane dc dQ(r). On a stars ■ 





dt . (1) 



InteressonB nous mainlvnanL a la charge qui a traverse, ertre les instants S el 
i + dr, la surface emouram le volume t. 11 s r agit des charges mobiles, awe la 
densite de couram /. 

Un courant eleetrique 1 = | j 'dS = l|) div/dr esi sorti de 3 . Par conse- 
quent, I'irtensite re^ue par le volume T est egale a : 




= d ji° = - JJJW*- <D 



II rcstc a eenre la conservation de la charge, d l apres les equations (1 ) ct (2) : 



lf/j tliv >‘ + f ) dt - 



Comme la demonstration reute valabte pour tout volume t, on en deduat : 



PrnfiriBia, 1 



liquation locale dc conservation de la charge 

div / + ^ = 0. 

dt 

Cette relation est valable en ebaque point de i'espsce . 

Chaque termc peui c-tre Lmerprete pltysiquement, au vu de la demarche 
concrete qui a ere condone dans le calcul. 

Lc terme divj' represente Ee flux des charges a k surface, alors que Ic Termc 
represente I’augmenTation dc la charge presenre en un point. L’ equation 
traduit alors Je fait que in variation de charge en un point est due au scui fait 
qu’il >■ a cu dcplacement, cksr-a-dirc entree oil sortie, de charges. II n'y a 
done pas de creation de charges. 








1 Jamsi CiHrc Maswall 
ilS31-13Ja| TOdva an 1BE5 la 
eah&renca qu* n'enislsil pas 
encore errtre taule i lestaia de 
I'elBclromsanitisme an pnssnC 
les equators qL porteni son nun. 
U MftilujBlign lie Si I Ihftpi in sera 
appnrtSe par Bern an IS® 

iCnfiliira MP. rituda do 
I'elscUomagnatisire das miliau* 
maifiriels neat pas a j programme. 

1. Dm pent done dire qua c ntlr 
'orce want dea d«isitis de 
-h ai ij cl di: nmirnnl qui pet rrei: 
le etiamp. 



B. Les equations de Maxwell 1 

Darts tout rouvFBge, fetude sera fait* dans des milieux non magneciques, 
c*cst-a-diirc de permeability miignetlque egale a ccLLc du vide et non 
didcctriques* e'est-a-dire de permittivite egale a cdlc do vide 



B.l. Le champ clectromagnetique 

En tout point M de I'cspace, le champ eleciroraagnetique £E, B) est cree par 
La reunion sur EenseinbLe des points P de L’espace des densite volumique de 
charges p{P) et densite de courant voluniique j (P), 

Une parricide de charge q passant cn ce point M sub it de Ea pan des champs' 
La force de LoxtltiZ, vue cn premiere annee ; 



A B). 



i. On IMUni done iiTtSriKflter r n I -1 
jibs ib lad qu'un champ peert: ets-© 
Kiwte da I'duCfa. 



Les equations de Maxwell regisnenL Le champ clecLromagnetiquc crcc par ecs 

distributions en tout point de 1’espace. 

La connaissancc de ccs distributions rend done possible La determination des 
deux compos antes E et D du champ electromagnetique., via [‘utilisation des 
equations de Maxwell. 

Ccs equations sont locales et relicnt chaquc champ a ses causes* mais aussi 

les champs enExe eux , 



B*2« Equations de Maxwell dans le vide 



5 Cus BquBlipns 5 »rare 1 v.ilnblnjs 
dans Isvid® el dans c srtslr 5. 
maiBux atqaz sods eartainas 
chuMihis, conlormement an 
priigraTiiri! du la hliftrt MP 



Hn Fabscnce dc matierc autre que Lcs charges et courancs qui constituent Ees 

sources du champ electromagnetique, lcs qua Ire equations dc Max we I L 



s'ecrlvent : 




■ Prnprintfl ? | 




div'B = 0 


equation de Maxwell -flux 


divE = '' 

E u 


eqmition de Muxwell-Guuss 


► * clB 

rot E = - r 
m 


equation de Maxwell-Faraday 


► [Hr JJK 

rolD =?*„.;+ e^., - 


equation dc Maxwell-Ampere 



Ce sont des equations locaLes, valablcH cn tout point ne possedant pas dr pro- 
prints materielle particular? . 



£ Cn n iiJ! pas It: cas dart} la 
cadra de la mftcanique it j point 
matiml, carles cnerdorinfies de 
UO H dftHlJtH du l$Oip? : 
>es vairiablas d'asoaca- at de tamps 
um alara bias. 



On constate Ea presence de derivecs spatiales [operateurs divergence ou rota- 
tionnel) et temporelle. On pent se placer cn un point fixe et cludlcr les varia- 
tions du champ electromagnetique dans le temps* ou bien prendre + une 
photo Lnstantancc «■ de I'ctat du champ clectromagnelique a une date fixee 
pour eludier seS variations en function des COOrdonnees d’espace. Les 
variables d’espace cc de temps sont done ici Lndependantes"> et on pourrci 
inter vertir Enrdxc d'lntegrations du de derivations lorsqu’eUcs, conccrnent 
des variables Lndependantes. 



I. "interpretation phl’stque dc ccs equations permet dc compremdre quelies sont 
les causes (membre de drotre) de L'antsoce d’un champ (membre de gauche). 



Chaplire 2 : Las Aquatleina loeales a* raieci.ronnflfinei snie 
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1- Em riaiin« vannbiu. on ibs drt. 
couples cor ilsne peuveni 
ginaralqmsfTt pss B^sla-r 
Tun ions I'autre. 



* l. equation dc .Maxwell- flux indique aimplemenl que ]e dlimp magnc- 
liquL- R est i flux comcnwiif, 

* Avec Icq nation de Maxwell -Krause, on constate que les charges clec- 

ttiqucs fixe? [denote volumiquc p) snnt source du champ cLcctriquc E. 

* Avcc colic df Maxwell-Faraday,. 00 unit que les variations temporelles du 
dump magjiieiique B sont necessiirement liees a la presence d’un champ 
electrique E. 

* On rctTOUVC 1c lien entm Le champ magnetique ct ses sources dans liqua- 
tion dc Maxwell- Ampere : La presence du champ magnetique B est due a 
(’existence de emi rants eleciriques (density ]*} ei A la dependance au temps 
du chemp clccrriquc F~ 

■ — -f f 

Plus gcncrslcment, on constate que Inrsque les champs E ct R dependent du 

temps,, Els sont presents ensemble dans deux des equations de Maxwell . 



L’equatiun dc Maxwell-Ampere peut ctrc rrecrite de la manierc suivantc : 



► * /t* dH\ r* t* 

TQl E = ^ + avec Jn = ^ 



&E 

3r 



Del mill on 5 



On appelle density de courant volumiquv de dephu vineiU in quantity r 

dE 









est homogene a une density de contain volumique (Am *). 



Ij:r variations tcmporeUes du champ eJcctrique E sont done source dc 
Champ fn ague li que, liu mente litre que les eouranls - vrais i. 



9 

11.3* Equation de conservation de la charge 

On propose une demonstration plus- formelle de Cette equation £ partir des 
equations dc Maxwell- L'avantagc csr unc obtemion rapidc du resuhat ct I'in- 
convenient une interpretation physique rendue plus difficile. 



On rappelle liquation de Maxwell-Ampere : 



Oil h Yd Cjue? I l.i Jic des 
dGrivrticns p>r rapport, n das 
variaeslas (inSapandantBS paul atra 
interveru. 

1 (JlutratSf a &l, le produit 
scalmrn dp V hwe up vuclcur 
qui ji etl qiticgtui ast n>ul 
(cfctiapitra I}. 



4 . On. faparcavra cans c?Hb jiariia- 
que le nom de chaeune des. 
ti|uaEnin:; 1 : 1 : MBiwBir ukI le fflfltne 
que cfllu de la prqpriete c u du 
ttieureme qui lui e-vl assneii. 

5 . On churC-hcna t fairt? a|i|:ai a"’i u 
Its Iqrrr ,iln 1 de StckK Ou 
C'Dstrn? racilcv Dn inlagrara done 
la. diuergervee sur un volume 

ct cm na 'culms lu IIuk du 

rolalionnal a tracers une surface 
MiWtL 



rotB = + Eji,, — ■ , 

Appliquons hi divergence A chaque me mb re de cette egalite : 

div rot B - Kz.div; + p i .e, 1 div j 4^ ) = pJ^divj + £ n -^(dwE)J K 

„ - . -V p 

Or div(rot B> = 0 ct dh r E - (MaxweU-Gaiiin^ il ident alors : 

0 = div; + ^ . 

On a nil is] reiruuve liquation de conservation de la charge. 

C. Formulation integrate 
des equations de Maxwell 4 

Comme les equations de Maxwell sont locales ct valablcs cn tout point Ct a 
tout instant* dies peuvent eire integrees sur un volume- ou une surface- . 

L^rtcgration doit ctrc considerce physisiuemenc, ckst'i-dire comme une 
addition d'unc infinite de contributions, cbacune etant infimment petite. 



T 



^VFTT^jt 
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Fig. & - SurfpEfl 5, ?1 5, s'ap- 
sur Id [T'BF'B CDfTtOUr I 



CA* Conservation du flux manned quc 

§■ 

Ucquation dc Maxwell-flux (divB = 0} cat valable pour tous les regimes ct 
pour Lous les milieux. Le re so I Lai sera done tout a fail general, 

Soient deux surfaces distina.es S, ei S. s'appuyam sur un metne contour F 
et S la surface fermee reunion des deux surfaces S, et S, s dehmitant ainsi un 
volume T fj g 5' ■ 

On oriente Le contour F, les normsles et pi\ des deux surfaces S ( ei S, 

conformeitieftL a In regie du tire b ouch on cl la normal? sorrante Vde S. 

—pi 

Les flux b 3 et $. du champ magnetique B a tracers La surface S ( ct S, respcc- 
tivemcTit valent : 

— jj B-w* dS eL <}>. — dS. 



Calculous la difference dc ces deux flux j 



♦,-♦* = “S - \\tin, dS. 

Or ti\ — wsur S, et n\ — - ps'sur S„ On obdent done : 

*.“*■= IL, b '"‘ js 4 /[“■* dS = ft®'" ds ' 

On applique mairuenant la formula d'Ostrngradsky ; 



o, o, = 0B-»dS = ||[divB dT = 0, 

1. £ Bst I'equator locale d _* 

MbimbV-IIuk. car divli - 0 en tout point de T J . 



PropO*tB 3 



Ijc flux magnet ique a (ravers une surface ferine? S est nul ; 

JFoV ds = n. 

— b 

On dit que le champ niagnetique B cat ii flux conservHtif. Le flux 
magn clique a travers one surface non fermee ne depend qnt du contour 1 
sur lequd s'appme eerte surtacL;. sans dependre de la surface elLc-meme . 



G'esr F interpretation au niveau macrnsCopique de F^quation locale de 
Maxwell-Fl ux. 

Fig. & ■ SurFace icmifc'B £ du riu-f- 




I. CV£.i jm-ji cala qua Ton fait im 
nSUi [If lii 'Mjsiji: en paibni du 
if fiun niaqnfltqufl a travel un 
CDitiMir *. 



3. Litiidc da relectraEtaLqua 
dan i lus diAtacirlfeiH bse hors 
pi nr; i iirv-'iie 



C.2. Theorems de Gauss 

l. 1 equation locale de Maxwell-Gauss (divE — ^- ) est idetitique en regime 

E n 

variable tm en statique. I>c thenreme de Gauss qui en decoule a done un 
caractere universe!. Mats en presence de matiere dielectrique, il faux le 
reecrirc avec le dcplacemenr clccrriquc . On le demontre ici dans Le vide, en 
calculant le flux du champ electrique a tiavefi une surface fermee S quel- 
conquc. Ccrte surface dclimitc un volume t. 

En utiJi^ant la formule d^Ostrogradsky, ort U ; 



E dS =111 divE dt. 

-+ p! 

et avec liquation dc Maxwell-Gauss divE = - 1 -, tl vient : 



CSijiprtrij 7 S ,.5E ^iqiin*iorvK InujUiM rdf f Ifctramagnetisirie 





LCn 
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7 ■ Si.ilii Ct ImV-it: $ LdiMS- 
nant una charg-s tntale <:i 




r 



Fig. S - Surface Mvnla S 



1 Pnur eb ccn^o inc-rn qua a a hisn 
la dimension d'lme difference os 
pdanlxjl, on pent IB remiirtprrr la 
formula imlinrisEinulB dwoimle 
diffi ■‘erniefle du pinenuel V cm 
#IWlro$t$lKiv*; E rfi - - ifV- 



l Qrt peul renid i i|ucr qi.c la I in de 
Faraday ast rasj>actea an 
els : L ostsr qu-n car or a 

a=^Ed/=i grarft'-df 

- 

Tt (jf. 

iter r art f«rmi> at - 0 Hear on 

n[ 

a st an regime parmansnt). 




r 



fijj- S Sudat» awarfa 5 




Thcortmc dc Gauss 

Pcu r Tnurc surface ftnnec S deli rnita nr u n volume i i : Jc champ elcc- 

trique E verifie dans Ic vide : 

|E.< , s=f d ivgd 1 = f^< , t = ^. 

avec i/ ni la charge Curttenue duns le volume T. 

L 1 equation Jc MtJcwcll-Gauhs rtt Ftiprcssioti locale de ce theoreme. 



C.3. Lai de Faraday 

<r ■ 

L’eiiuacioft de Maxwell-Faraday irotE = 




) esc valable pour tcjus les 



regimes et pour Lous les milieux. Le results! sera done Lout a fail general. 



Considcrons un contour I sur IcqucJ s’appuce unc surface S lie s - . On cal- 
cule la circulation du champ electrique Le long du contour f ; 



E-df= F. 



e est appele La force eLcctromotrice (f.e.m.) d’induction et correspond a La 
difference de potemiel qui apparait dans le contour. AppLiquons la formule 
dc SrofecRj puls scrvnns-nous de J' equation dc MaxwcH-Fimday : 

^ f ■ 

expression dans laqucllt d deu^ne le flux magngtiquc a, trover? S, 



Lot T 



Loi do E'nrAilnv 

dr 1 

ou *■ designs la force elc ctrom otnC e d' induction Lraversanl un circuit 

ferine F et 0 le flux magnetiquE: a travers ce memc circuit f. 

Cette loi «r !c piLicr dc 1'induction electromagnet iqucj, qui srtpuLc que Its 
variations temporelles du flux magnetique a travera un circuit induisent L’ap- 
parition il’une force deetrcuncurice qui engendre dans un circuit fertile des 
conranis appcLes courancs induits - L’ equation de MaKwelhFjiradajr cn est La 
traduction locale. 



C, 4 , Theoreme d*Ampere generalise 

On calcule le flux de chacun de-s snembres Je ["equation de M.iLX\Yelli-Ampere 
i> . > 3 E 

<roL E = g. j + E 1( g , , ■) a Lravsrs tine surface S non i'emiee s’appnrant sur un 
dc 

contour F - 1 sff, ^j. 

Cumme nous uiilisOEuS Tequadon dans le vide pour un regime quelconque, 

te tesultat n^est <i priori valabLe que dan? Ie vide. 



ST 



CuurS- 








1. Dana le vie & on a : 
5? 



k= 



df ' 



If integration suf la surface S de Pcgalite feurnu ; 

1 /™' ® ,ds> = jl(*j‘ + ^) ds ’ = + U s v ds T- 

Pour Le membre de gauche, on applique la for mule de Stokes : 



?. Ui'.fi calla imaasiM ptui £i-6 
pwitivg ou negative suwjM 
I'orienLaion da la fiannala da 5 



i[rot Bd S* = §B-dL 

Dans k me mb re de droite, on reconnait Texpression de Tintensite du cou- 
rant quis trav erse La surface S dans le sens chnisi paur sa narmate J : 

jJ/dS^l « J/^dS = lo, 



X Dn raspelle quB le cat ran de 

d<?pl*t*meii[ Ofl uti eOyr*m lietif 
qui tr«d jit una equivalencn nvoc 
lei vanaiiwu [fimporelles do 
cHmmp rln -l.-iqi.i: 



4. En regime sHaliqje lindepe ndanrl 
do wmptf, l D - 0 1 -[ i;?i reifouve 
ra^prassion du thaoraniB 
d'AmpBra vua en pni'in&ie anode. 



on I est Hntcnsitc du ecu ram + vraj * ec l a ccllc du courant de displacement*, 
Il vient done* cnmpte tenu de ops FesuJraiF. intermediaires 1 



ThAerAma 2 



Theorem? d 'Ampere generalise 

— + 

Lc flux: du champ magncTique B a travers un contour ferine V est cgaL a la 
summe da inlensiles traversant f ; 

} ti-df = l + i D , 

ou I est L'Lntensite du couiant h via! <■ et I (1 ceLLe du cauram de depLace- 
mem it travers le contour ferme T. 

— t 

Ce theorem? montre que les sources du champ snagneiique B sont les ecu- 
rams eketnques + vraia * et ecus de dcplaccment, ces dcrniers results m des 
variations tempo relies du champ electriquc . 



D. Etude des potentiels 



5. Ldpiratddr V a did teiir ay 
chapitra 1 tG. 



D*l. Potential vecteur 

LequacLon de Maxwell-flux s’ecrit divB = 0, soil avec la notation nablV : 

? B- (X 

it 

On cn deduir que lc champ raiagnetique B rente orthogonal to vecteur nabta 
V en tout point. D'aprcs la premriete & du premier chupitre, il exisle un 

— h -+ _ — P ■ . |p — & 

champ de vecteurs A tel que B = V a A en tout point, soil B = rot A. 



Pro pr ieifr 4 



* 4N 

Le champ magnetique B derive J'uti putentiel vecteur A tel que : 

B = rot A. 



Lc potcnticl vcctcur rt'est pas unique. 

Fn effet, conHiderrms le vecteur A' = A + grad U, A etant le potentiel vecteur 
du champ B et U un champ de seahiires quelconque. 

Caleulom le rotationnel de ce vecteur : 

rot A* = rot A + rot(gradU) — rot A, car roi(grad U] = Va VlJ = 0 ri . 

I. On ePInthja- la prndua v*ntari*l _* 

da (Jbuk vactaari colineaireE. Done rot A' = rot A = B ct A* est aussi un potendel vectcw du champ B. 



Chapin* 2 : Les dpuatiopt localpa de rtlectromagrittiame 
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1 . L'fiSude des, conditions de Jauge 
gai hors p:og : amne , 



2. Ur a vj en urcHffliha ± iini'ie la 
dil-iculif! n :n. r pern is 4is champ; 
sur una turfacH charges au 
parr: jL 1 u-i par ufl cuui a.'iL 



D,2, Potential scalaire 

Reecrivons maintenani I’equation de Majwcll-B'araday cn tenant compte du 
poccntiel nctmir A du champ magnedque R * r 



irtEs- — s- —(rot Aj , 
dr * 

sott roilf E + “j = 0; ou a ( E + 4^-J = 0, 

, — * SA . ~r 

On en deduit que 1c vecteur E -I — — rntc colineaire au vecteur nabla V en 

m 

tout point. D’apres la propriete ? du premier cbapilLre, il en?tc un champ de 

f *3 A ^ 

scalaires. V tel que E +■ -r— = grad V en tout point, suit : 



<k 



E = - grad V - 4j— 

at 



Propfiete 5 



Le champ clrctnquc B derive d'un potential scalaire V tel que ; 

E s - grad V 

ot 



Lc potentiel scalaire V n’csi pas unique. 

En effet, considerons la nouvelle function scalaire V J =V + /(i) + K, oil / esi 
uite function du tempi sen lenient el K umr constante. Calculous 3 e gradient 
de cette nouvelle fonction V 3 : 

grad V - grad V + grid/-!- grad K - grad V s 

car la derives: de la fonction / par rapport amt variables d h espuce est nullc, 
lout comme Celle de la constant? K. Si V est urt polentiel sc-aEaire, ulurs V 1 
rest aussi : Le polemic] scalaire n 3 esi pas unique. 

L'unidte du couple (A*V) est realise c si I 'on impose unc equation supple- 
mental re entre A et V : e'est La condition de Jauge. On cravaiLlera. alors &VCC 

La faugc dite dc Lnrcntj: : 

“* dV 

divA 



E* Relations de passage du champ 
electromagnetique 

Dans Jes equations de Maxwell n’apparaLssenl que den densites de charges ou 
de CourantS reparlies dans un volume. Lorxque If mudele des sources du 
champ impose que ces charges ou courants ne S client presents que sur des 
surfaces, on ne peut plus applique r les equations de MaxweLll. 

Lev champs subissent atom des disContinuiles a leur traversee. ILs ne sont 
done plus derivable et ies equations de Maxwell doivenr ctrc remplacecs par 
des relations dices * dc passage » qui CKpriment la discontinuite du champ 
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1 , U 'i MElut daoc dt I'Muda, 
COr!Drmftrti5f(HiU' prgflr^mmi.!. 
las niiie js; dtiBle'CtriquBS. 




! sy It! - Les ii(!LK Hcmr cap act's 
ft ?i & sfipBiBB par 'a surl-sceL S. 



clcctrpmagnetiqpc a la tr avers ee d'unc surface chargee avec uni; densite 
superficielle a uu p mrcmirue par un COuraiit de densite 

On sc limitera, dans cctte ecudc, au vide du aux milieux qui posHcdcnt lies 

memos eons [antes. matericlles e„ ex ^que 1c vide . 

On consider* une surface S sepsiranc deux demi-espaces O et @ u|ui peui exrc 
chargee ou parcourue par un courant (tie- 10 . On s"intcTcsse a urn point M 
de cctte surface, el aux deux points M p et M. de part el d' autre de In surface, 
prnchcs de M ci disposes sur la normalc ek a la surface err M xjnenree de M, 
vers M . On appeilc +J Je vecteur umlaire porte par La droite z 'n et de 
memo sens. L'objectif esi de i'aire xendre M, et M_, vers M pour les as&imiler 
au point M : on met alnrs cn evidence ]j discontiinuire du champ Horn dc la 
traverse* dc hi surface au point M. 

1 jc-s. indices S. r ctT dcsigneronl respectivcmcnt La composantc normalc et une 
composante tangentietle queLconque d'un vecteur a La surface. 




lift. 11 - ik'iiicie d u 'inliirii! 

aiflaur du 50 nt H E 5 



I La HHTimalion no ripnhijnl quo 
trail Icrmon, chacun ctant un 
inflnipiarfl. palit 

J Le champ ilacinque r.e peui 
jimiii elra infini c»r c an 
tignriierait une lores ds Coulomb 
Ivon i ' anneal. 



E.l. Champ electrique 

EJ ,1 . Composantc normals 

On imagine un element dc surface dS dc la surface S s ct on cnnsmitt one sur- 
face fermee E cyLindrique de generatrice s’ir et de base dS centre* hut M. M 
et M, sont les centres des bases du Oyliridre X : tiq It;. 

On va utiiiser la formulation integrate de 1’equatLon de Mas, well-Gauss. Tout 
d'abordj on calculi; le flux du champ elcctriquc a travers La surface fermec 51 
consicieree : 

* = §E-dS = E{M ,}■(- n^,dS) + E(M,nb\^dS) + Jj^ Ed 5 ^ . 

Lor&que L’on fait xendre la hauteur du eyimdre vers 0 (M s -*■ M ti M, -* M) t 
1 m surface (aieraLe du cyliruiis? dS Ui ccnd vers 0 ex, commc i|H|| rcsie lini t I'ln- 
Tcgrak E-dS^. tend vers n. 

Le flux deviem done : 

* = • ECM 1 )]'n;., ; dS. 





© 




^ i . 


v E. \ _ 


m — 




© ^ 



Fii| 12 ■ C-i5-contini.de' us E., e in 
tranercfia J une suda^a char^Be 



En yertu du dieoreme de Gauss, ce flux, vaui : 

c, «, 

et nn nbtient finalement, au vuisinage immediat du point M : 



Pnjfnitxte G 



UbicniitinuitL' de In compnsunte normnlc du chump electrique 



t K, - i ou bivn 

®I4 

t ; n - 
r _ f = n 

“s hs " i — ij* 



4. EJM1 - lim E.|IM,j 

“ -M 

flf E^1M| = lirn^E^LMj. 



Ost done ]a condition de passage pour La composame normaie du champ 
clcctrique Lors de la traversce d’unc surface chargee. La composante normalc 
du champ clccirique subix alors unc discontinuitCr 



ChapniB ? Les Equations -'ocales da I ciectrcirnsoneliamo 



lopvriohtec 



»ri£ 
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1. Lescntes Mrrtalnrs lanjerdiels 
i la surface S. 




Fi(j. 13 - El&m&nt de su^gca- 
autsur du paint M € S. 



2 . La circulstian In long det deus 
cates perpandicutiirre o ta 
surface S «sl nulls, puisque 
cawci online longueur qui 
s'annule.. IE| restart fini. 



3. On ad uti qne 




ratta llm. 



E.l + 2i (lumpu^untc tangcnticUe 

On imagine doreoavant un contour F elirmentaire rectangulaire autour du 
point M, dont Les. cotes sont soil paralleles a la nor male a la surface S 3 

suit perpcrdaculaires □ ccirc nramsle, et ont pour dimension!! respective!! cLT 
ei df Fig, 1.3),. Ge contour F delimite uile surface X 1 enluurant le point M. 
On appelle u\ le vecteur unitaLre dirige dans la direction jc'jc des cotes tan* 
gcntsels ii la surface S. 

On va utiliser la formulation integrate de 1 'equation de Maxwell- Faraday, On 
calculc alors la circulation C du champ clcctrique 1c long dk cc contour T, cn 
(ai&ant tendr? df ! vers zero : 

C = £E-df= E(M L H- m c dft + ECM.Hn djT , 

D'apres [’equation de Maxwell- Faraday, on a aussi: 

c = $■<&= {(.ro-TE^r = - /f c .fdr = ®, 

car La surface T. r du contour devienf nulk brsque la dimension dc Fun dc SC5 
cotes devient nolle 

Fina lenient, avec les memos notations que precedemment, on obtient 
(E, - = 0. Comrac cc raisonnement cst valabte pour tout vecteur u z 

tangent a La surface S, on obtient la propricre suivantc : 



Pi-apriclc- 7 



Conservation de In cotnpo&anu; lEingcntieLb du champ elcctrique 

[B 2 - E,1 a. ~ 0, ou 

^Ti ” 



On parle dc conservation dc la compcisante tangcntteLic du champ ckcirique 
a la uaversee de tome surface, chargee ou nun. 




autour du sen M G S. 



4 Dn BBh que le Hut du champ 
magn-fitoqua A traMerslfluse surface 
l&imfr* ctin^tefC-U- 

& Lb champ nagnelique re paut 
lamais tire inlu* tar caci 
sigptlimrait una Igtce de Laplace- 
infinie jvoir 1“ anneE). 



E. 2 , Champ magnetique 
E. 2 .I. Composantc nurmulc 

On reprend La surface X fermee imagine? dans le paragraph? G. LI (fig. 141, 
a tracers laqueUe on calcule le flux du champ magnctiquc- 

$ = | B-dSf = tt^jdS) + B(M J ) j Cn > ,_ i 4 dS) + [f B-dS „ = O'. 

Lorsque Ton fait tendre la hauteur du cyLindrc vein 0 (M, — > M. £r M, — > Mj, 
la surface laterals du cylindre tend vers 0 er* ennime ||B' resic Fini" 1 , I’iri- 
tcgmic jj B-dS^ Lend veri 0. 

On obtient finalemcnt, au voisinage immcdiiit du point M, la propriete sui- 
vante : 



PrCipi-iite B 



CtiHSLTvalitmi de la cumposunto nor male du chump magnetique 
[B 3 - - 0, ou bicn = fi lv 



Cours 
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Fig. 1 5- Element da surface aulour 

ill. pomi 



On dit quc 3a ccmposanite normals du champ magne tuque tests conservee 
lots dc la traversec dc tome surface. 

E.2.2. Compo&ante langenticik 

On Imagine le meme contour elementaire r rectangulaire autour du point M 
qu‘gu paragraphe G-l .2 (fig- 15). Les cotes sont soir parallels a la normals 
lb la surface S, soil perpendiculaires a celts normals, et ont pour d intensions 
respective* dJ' et dJ, 

On appelle u r le vecteur unitaiire dirige dans la direction % r x des coxes tan- 
gentiels. 

On va utiliser la formulation integrals de Inequation de Maxwell-flux. On cal- 
culc alors la circulation C du champ magnetique le long de ce contour, en 
faisant tend re d/ 1 vers zero : 



1. Lbs cate s. &onrt alors t-angsirbels 
a li Surlaetf S- 

2. Lb circulation le lone des Obit* 

luflras cotes esi milm. puisque 
ceux-ci nnt una orgu ?l ' qui 
j'lrtnglB, || B I fiiii. 



C = <|| B dr= w‘df) +■ B(M,M« d0 : . 

En utilisant liquation de Maxwell-Ampere, on a : 

C = Jj Ti mtE-df' 5 




3. 



Qn 3 dr-int qua 




rests fwii. 



On annuls progressivemem df ' ; la surface I J du contour deviant nulls car la 



dimension de Tun de sets coles devient mills* et le flux 
nule aussi 1 . 




^ 1~' j rf. . 

— — □ 1 s an- 
ifr 



*■ Vnirte pBraqrapha ,M cu :b 
mfme e na pure qui donna la 
definition des courarCE da lurfoce. 



En revanche, si la surface S est pareourue par des courams de surface de den- 
site / s j alots I'intensite dl du courant qui traverse la surface E* re s, l annule 
pas. slle vaui alors : 

JJ E j"’dr = dI =£u v dl\ 



mi Uj. designs le vectcur uniraire normal 3 la surface Z* Ct oriente conformc- 
ment au sens posilif dioiai pour calender la circulation. 

Dans ce cas de figure, on a = it ■, et dl =j iy di. 

On obtiem : 

{Bj, - B,)’M^dJ = 

w [(B, - Bj) a u t } y = MnJ’ c , 

Cette relation sc generalise cn : 



Propfiete S 



Discomfit uftc dela cottiposnnfe tangentielle du champ mngnetjque 

(B, - B,) a n ,_ 3 s 

Cesi la condition de passage pour Ea eompusante tangentielle du champ 
■magnetique lors dc la t rave race d'une surface pareourue par des courants dc 
surface. La eomposante tangentielle du champ magnetique subit alors une 
discantimute. 






Chupitrc 2 : Less equrtlianss lacatiss d« relei:?roi , n,;ig , HCisnvi! 
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1. 1# th^mp pipclrnm.i ;|ni':Nr]ijn 
•e dnectanc une discMit HL’ie, 
les rl nnvnriK spn!inks du -hair n 

ns '.on dds tors plus denies. 



E* 3 « Conclusion 

Rn premiere annee, on a vu qu h ib eta.it difficile de definir chacun dca champs 
electrique et magnetique sur une surface chargee ou parcourue pax des COu- 
rants dc surface. l*a discontinuin' du champ avait ete expLitjuee qualitative- 
ment 

L’etude precedence exprime cette discontinuite de rrtArtiere quantitative, LorS 
de la traverscc d'tmc surface, les equations dormant lcs conditions de passage 
du champ eleciromagnctiquc remplaccnt Lcs equations de Maxwell qui nc 
soru plus definies sur la surface . 

Leg conditions de passage son* done des equations locales * de surface *. 



La propriete 10 syTtthetisc lea relations de passage : 



P mprielt: 1 Q 



■ t- 

Dhconlinuite du champ elcclrum.ii urn c t i q ue (E. B) lorn de la tra- 
viTset 1 d "unc surface de earsieteri cliques ( 7 , j t ) 



{ 



i-ft 



A- A- a « 



i -i 



1. Larsqua das charges ou 
Mjyrdrfli jcrpnl prfeirm 
Its. conslantes da la mature 
rriln flnl tulltfi du v.du : 
perrnttieile- assc J?r, el 
permfeabilitfi at s jIls q. 



F. Generafites sur la statique 

On va s 'intents scr dans cettc panic aux regimes srarionruures., c H est-a-chre 
ind-epexidsnts du temps. Lcs sources eL champs associes tie dependent pas de 
La variable * temps i *, 

Pour cettc etude, on se placers dans le side 1 , 

t 

F.l. Equations de Maxwell 

On reprend lcs equations de Maxwell darts le vide a cn annulant lcs derivees 
par rapport au temps : 



■ 

Equation de MlXWn -flux : div B = 0, 

Equation de Maxwell-Gauss : divE = ^ * 

■ *■ 

Equation de Maxwdl-h'araday : rorE = 0, 

■ pi — * -pp 

Equation de Maxwell-Ampere ; rot B = | a 0 J , 



Lcs champs sunt mainlenant decouples. Le champ -electrique E apparait seuJ 
dans les equations de Maxwell -Gauss et Maxwell-Faraday, tandis que le 
champ magnetique B tie figure que dans Lcs equations de Maxwell- Flux et 
Maxwell-Ampere . 

L' elude de 1'eleCirustatique et celle de la magnetostutique soril done inde- 
pendantes ct chacun des deux champs peut cxisrcren L’aifrsc'nce de I 'autre. 
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Cctjis B MHM 

mm 






l ; -2, Equations de Poisson 

Ce sonl Les equations aux J£riv£es partidiles saiiafeites par chauun des pOien- 

tiels. Jzii regime SMiionnaire, lc$ ptxcnuds som dcfims par : 

-* *. -fr _jp 

B — rot A et E = - gradY 

L'cquaticn dc Maxwcll-Fsraday conduit a E “ - gradV, c t en imrodmHant 
cette expression dans I'cquatkiU tie Maxwell-Gauss, il vient 1 

iiii r ( gradV) = * , soil : 

^11 



PrrjprlD-t£- 11 



liquation tie Paissoa du polentid cJeclrique 

En tout point, le potential clectriqucV vcrific : 

l. CtiSf I fiquflliGii t|Lii rulifc Ik AV + = 0 

pntenU?! SlBdroalatique a ebs f " 

aaufCBi. 



Z Cb n'Bs): pus parco nu'd n'V a pat 
da charge am un [Mini qua la 
pffientel yest nul. Las charges qui 

Ig cniiMit p i:u vnrl sb L :ii.vi:i 

ailleurs. 



En un point uu iE n'v a paid de charges n on a : 

AV = 0 (equation de Laplace L 

h — *" — — fc* 

De maniere analogue, l 1 equation de Maxwell-Flux amene B = rot A, 



L’ equation de Maxwell-Ampere s^crit aJors :: 



■ t- . h » . > -»■—* 

rot rot A = p pj j , soil ; grad divA AA = M riJ r . 

► 

La condition de Jauge s'ecrivant en statique divA = 0, on obtieni : 

3. En ton«id£rqnl Ids cnaidnun^s 
cjrtesiaonsE, chicune d a set 
eompoiimej ulMuth m&ma 
ilqnaliorv lie PdskIi'. quu la 
poteniief scalaire. Voir pour tala 
I'A sriuins- ilu iajjlraltfi dans la 
(hipfaig I, 



PPDpfMtfe 17 



liqiLtirinti da J J nisson du potcmiel veettur 

r m — p" 

En rout poi.ni.. le pot en del vecteur A veriEe : 

AA + p,J = 0 ■ 



\ 3 Solution des equation s de Poisson 

La resolution de liquation de Poisson esl TnathernaiLquemeftt compliquee. 




-1 Dn ralriXJva I'lixpiaaaipn da 
pcla-ndal vua an premiers intifra, 
matt abtenua £ partir d as 
^Mdlinna da Mawid 



Dc mamerc analogue, les compoRantcs scion lea direct ions Ox, Oj ct 0,a dn 
pnicnriel vecieur A verifient les equations de Poisson : 

AA. + p n j' fc = 0, AA. + ^^ a j ^ = 0, AA a + pj r = 0. 
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I I! sutfrl dn rnmplji:pr — |iar \f t 
pnur avoir la rrsrrB equation. 



1. vk risuKat pOUl SinirilisA. 
ILorEqua tas OQjra«its tom 
CGyrnams rn uiill*3int par eierrvsle 
ies cgordonniss c^ftid^ugs?, 
on constate qua le potanliq' 
vec5n-.it a- dc* In; nes Ua etmrtlp 
Spurn-arlai eussi 



E|W1 




Ftg. 17 - Sourcfs du ch^mp gigc 
tnq je en M 



3 On p^nd le g r id»eni en M a prw 
avn-T sanme sar las prints P la 
nc perfl dnnc * r Bpplidu»-r 
sur Ioe coordonnaa-s do P La 
i:a lli tur realisable maia n'a paa 
d'inla-ret phvsiq ju II n’nst done 
pai dfciaille 




Fig. IB ■ Snurces tfu champ 
nm-ji- ul tqu C en M 



Les solutions, i’tc rivetu de manure analogue : 



A, [M) * J*L 



1 



4rt -'-'-Tfii PM 



^ P: ' dr, A (M> = M 



4n 



Iff 

Mte PM 



dt. 



ei A. CM) - ^ Ujl^ dt, 5-olt unc expression global e : 



Lui 2 



Loi de Hior ci Savart pour lc poiciiticl vccteur 

'f 

Lc poicndcl vceinir A CTCC cn uni point M par unc distribution 4c courant 
VtrJmnique EL" trouvartl aux points P d’Uil Volume T S r eCttl : 




i± m ii!1 

n J"V. . PM 



On constate que si lea Coursnts garden [ une direction fixe 0" esc dirige par le 
meme veetcur untcairc pour torn: les points P de respaoe), alms tr potentiel 
vecteur A possede Letle direction : il esl to line a ire a ses sources .. 



T.4. Obtention des champs 

Au point M oil !e champ exisie, les relations entre champs et pocenriels, font 
inrervenir les operateurs gradient er rotationnel. La derivet sp.uialc cst eftce- 
tuce par rapport aux coordonnecs du point M. C’tst cn dfet autour de M 
que If champ est calcule et pent cventuellcmcnt varicr. 

En appliquant la relation E - grad n Y , on retrouve la loi de Coulomb 

(fin- 17) : 




avec ifpy le vecteur unataire portc par le vecteur PM. 

L’ensembEe des proprietes du champ eleetrostatique esc done contenu dan^ 

les deux seules equations Locales de Maxwell dans lesqueiles it apparail. 

De marucre anajogur, Je champ magnetique cat obtrnu _qTace a la relation 
R “ rot^^A et permet de retrouver t’expression : 



Lai de Dial et Snvnrl pour le champ mapic li que 

* ... 

Le champ nia.pi clique B tree til tm point M par une distribution de con- 
rant voLumique se trouvant aux points P d'un volume t s'ecnL : 



B(M) = ^ 



SL 



j(P) A U,. v 



PM ; 



dr 



On peuc simplifier cerce inrcgmle dans lc cas de courartts fLicformcs (lc 
conductcur fihfnrme est oriente dans le sens du courant 1 I:;-.. I - j) : 



H(M) = ^ 

4lt 



Jh'.. 1 



dV a u 



£11 



PM 2 



L 1 ensemble des proprietes du champ magmerique e&t done eonrenu dans ks 
dtUX sculex equations locales de Maxwell dans lesqueiles il est present. 







G. Quelques dispositifs 
electrostatiques 



1 Ue cia ups. st densaflsiio 
thB'yei qjL ron CunSidtre Mini 
done dna CHiitirPii 
ir dese ncarie;. du temps. 



On etudie dans cette partic lea proprictes clcctrogtatiques. d"im conductcur 
charf e f puss de deux conducteurs charges a proximate I’un de J'auLre. On 
drfinirs. alors te phenonicnc d "influence entre deuK conducteurs et on vena 
que le condertsuleur pent £tre defini comme un sjrSiemc de deux OdtuhiCtCntl 
en tnilucmcc. 



G.l. Conducteur parfait en equilibre 

C . 1 , 1 . Definition 



Drffinil i :m i E 



Ur cfmducrcur cst un milieu te3 qu'ure charge clectricjue nc peut ccrc cn 
equilibre en 1'uu de ses points que si elle n'esl aOurnis-e a aucune force. 

Octtc definition est equivalcrtc a dire que le conducteur possede 4cs charges 
electriques * fibres a, ekst-a-dire susceptibles de prvuvoir se dcplacer libre- 
ment. 

Dans un conducreur, k mouvement des charges depend du champ electrique 
qui y regne 



Loi 4 



Lol d + Ohm locale 

En tout point d’un milieu ceiliiucteui, la densile de ctsurant volumique 
j et le champ electrique H sont propcTtioimels : 




Ije coefficient de proportionnalite yest Appelc conductivity du conduc- 
teur et cst mesure en S-m L . 

La conductivity y ne depend que de la nature du milieu et, de la temperature. 



Definitiuri 7 



Lc conductcur cst dit parfait lorsquc sa c undue tivi te cst intiaic : 



G.1.2. Caracteristiques eleetriques du eonducieur 

* Su en un point M du conducteur en equilibre,. le champ electrique n’etait 
pas nulj, .aiurs les charges fibres se metrraienf cn mmivcment sous ] "action de 
la force de Coulomb, 

Cc rcsulrat cst alors en contradiction avee I’hypothese du coitducteur en 
equilibre dans lequel ks charges sum immobiles. 



Propriflt* 14 



En Lout point M de I'intcrivur d"un conducteur en equilibre, le champ 
electrique cst nul : 

f~o\ 



Cl iii pitre 2 : Les frquahans locates dc relcclromiigneiismn- 
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1 AlLunlicm. lus «i| jaiiu'is tin 
MbkwsII ne Earn plu s vala-bles das 
lixs qu’-iiii stf iraii\rtS sui une 
siwIbcb chargae ou Da-tc jflb par 

ill's ciiLianls Je SurJntft. II lAut 
n ?rs i.lllisfr njlahgn-; dip 
passage demonirfies §E. 



‘ Les equations de Maxwell sont valables en tout point intcrieur an conduc- 

p - - 

teur , rtotamment ceile de Maxwell-Gauss : dh r B = — , Avec E = 0, on 
obtient : 



FVopriele TS 



En tout point Imerieur du conductenr, on a 

P = 0 , 

L'cntcricur du conductcur n"cst pas. change ; la charge dcs electrons litres 
compenae exactement cclle des inns jitrcmfs du rescan crista llin. 



*■ Ecu staiiquc, 1 c champ ct le poiemicl sont relies par la relation : 

E - - grad V , 

Avce E = 0 i on a done : 



Prpprirte 16 



En tout point mterteur du comducwuri, on a : 

grad V = soit V - Constant? 

I .'cnsemhlc do volume conducteur constime unc equipment idle. 



* Pour un eondueteur charge en equILibre eleetrostatique ; 




fij, 19 - Condueieurde aensics 
su^aciquB sle changa* cr. 



Propritfa 17 



La chaise ponee par un cenducteuf en equilibre est fticessairement situee 
sur la surface extern? du conductcur avec une densite surfacique *T, 
File y est dispose? de telle maniere que le champ electrique F est nul en 
tout point interieur du conducietir. 



Cl. 1.5. Champ eleclriqut E au voi siftage du conducteur : 
theorem e do Coulomb 

On applique les conditions dc passage du vecteur champ electrique E au voi- 
sinage dc in surface qui separe le milieu comlucteur du vide dans lequel il est 
pbcc. En notant H le milieu conductcur ct 6 Jc vide* ct cn notant a la den- 
site surfacique de charges en un point P de la surface du conductcur , 

on ccrit : 

^ ^ iT^j » ^ ^ b^j, car dans le conductor le champ E esc 




B5t prorti par if Au MTOHAfllf du 
conducteur. 



nul. On a done : 



TheciTBrne- 3 



Theorem? de CouJomb 

Au voisinage immediat du conductcur en equilibre, le champ electrique 
est normal au conductcur et vaut : 

_ <J -* 

h = 7 - n, 

a er h sont respecrivement la densite suifaeique de charges et La normale 
sonants du conducteur au point considers. 



Cour* 



51 










Fig 21 - Lbs syacGmes A ft E sour 

e-n inlLjnnc n tntale. 



G, 1 , 4 * Influence entre deux eotiducteurs 

Approchons un ccnducteur A charge d'un ccinducteur R initialement neutrc> 

ct attendons Tequilibre. 

Si aucune charge n'apparatt sur B, atars lea ligneR du champ electriquc creccs 
par Les chaises du conductcur A Lraversent It Conducteur B :: le champ elee- 
trique n’est plus nul dans B. ce qui csi coniradictoin: avec sa situation eTequs- 
libre. Lne dintribution dc charges apparait dune sur It cunducteur R ct cree 
«i tout point de B un champ electrique E q ui s’oppose a celui tree par A : 
e'esr |c phcnomcnc d "influence ct cm dit que Ic conduct cur A influence 
Je conduct tut B. 

G.2, Le condensateur 



GJ. I - Definition 



t. On nogliga alora * it j a^ets de 
bri-’d a, c'Ba! ii dirH qun I'ort lie 
Hint 94 s cot Df? das de 
cl - aii - j l ji jpanent mu aiDvan/taur 
Un COnduC-IW ipn® :ii=cr pm 
prevtr r de I'Biitra. 



OpfiniTion 8 



Un eondeiuflceur fir corcstiiui pur tin sysrtmc de deux conducted** en 
influence totals !■■'. ; tomes les Eigne* <te champ vo-nt d r uts conducteur 

yers Tmartre.' 

Le cas ideal sc produit lorsquc le conducted influence cnfnurc corcipicte- 
mcni it cunducteur influef Leant. 




Fig 22 - Le ecnducteur 6 esl reh£ 

a ia 



Loraque 1st conducceur B est relie a la Terre, aticune Eigne de champ ne peut 
cn partir ig. 22 : il ne purtc aucune charge sur sa surface externc. La stule 
charge est cells appariie par influence du conducteur A, La vaLcur positive de 
ccttc charge crt appelce charge du oondcnsatcur. 

G.2.2. Charges des canducteurs 

On place le conducteur A charge a 1'intcricur du cnnducleur R., avec unc 
charge Q^. On met le curtducteur B a la Tome : la face interne de B purte la 
charge Q b . 

On imagine tine surface iermee I, entierement contemie dans le cmiducieiir 
R rig. J 5 . Cette surface cnntienr les charges Q f et Q ?l t elLc est skuec dans 
une region (inn-rietir do B) uii le champ electrique est nul, 

Appliquons 1c theoreme de (jauss : 




H La aiafice i, *Bt cwTte- 
nu» dans h egnducIDyr & 



j~ j E dS = 0 = — = ,80110,= Q v 

i 



L.T . ,i li l 

Les armatures d'un condensateur pcirtcnT des charges opposow, 

Li charge Q du condensateur csr 3a charge positive portcc par Tun des 
cunductcurs en influence toLaie ; Q = I Qj, | = Q A . 



(L 2 ..L Capacite du condensateur 

On note a A cl le& densites surfaciqucs sur les faces ct dcs conduc- 

teuni A ct B cn regard. 

Lcs charges; Q A ct Q n des deux eonducteurs A et B s'teriVfttH : 




Chcpilf-r i . L n-r, inquutifKi-G locales ctu I d-lcd rnmapneilxme 



>v rich ted mafe 



r fa 
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1. On applique ie Is principe de 
superposition deB chu Tips 
elEtlriques crd£s par lea surleces 



2- On h supuc-'P ppsitrvn.on 
impose done 0 .^ > 0 . U. ase a’ais; la 
charpe du condensate!]' 



IjC champ clcctTiquc crec cn un point M de L'cspape infer-armatures est : 



E(M)= § 



4ns... PM 3 



PM + 



4Jtf: ii PM ; 



PM 



w, ""'O* *” 

La, difference de potenlid eittre len deux COnduCteurs s’eerit : 

a 



U = V>V„=Ji(M) •* 



3. On appliq>ue In principn da 
superpoEition. Dr Euperpose in 
ifisu tfftiuttrt La }uperp«i[jgn 
an un plat d'sn.'ilib r a. lea claves 

sh;<MiniE. mn?i qut In ir 
cprsacuenca. -c'esl-adire las 
Ctij^npi Cl prineipt «1 uPf 
cprspc uenc a da la l*«ii arits das 
Equations At. MbhmII. 



Si (m multiple la densite surfacique dc charges par UP nombre >h alors la 
charge Q A esi aim! mulupliee par n T et par suite La charge Q rL et La density o h 
de L’aurrc armature- Lc champ E <M> cree en xM ei la difference de poieniiel 
U esistant entre lc& comiucreurs A ct B cat alors egakment muLripliee par n/ 
On a done : 



Definition 9 



La charge Q du condensaieur ei la difference de porentiel U entre ses 
armatures stmt praportionnclles. On appellc C ce coefficient de propqr- 
riormaliit; : 

Q = CU . 

C est appele la capacicc du condensate!)?, mesuree en Farad 
(symbols F). 



G*3. Application am condensatcur plan 

L" etude cIcccTOitatiquc mencc iei permei de consiruire le cciEidensaieur, pour 
lequeL On definit ct on ealcule L ’express Lon de sa capaeite C- Hcs considerations 
de type * etecumiflliques ' aboulisseill i I’expression de I’eneigie potendelle de 
cc composanr eiectrnniquc deja etudic dans 1 c cours d*cLcetroctneiique, 

G. 3 . 1 * Definition 

Un condensaieur plan est cunstitue de deux plans de grander dimcrvKiojnfi , 
paralleleSj disiants d'une longueur «, porlant des charges opposees q et -l- q 
rcpartics sur ehaourc d'em avee urc dcnsiic surfacique a uniforms (tig. 24 ). 



4 La dimension tides pram doit 
le* lr|s giipmciirc a I; dislar.nn 
ersep-areit les de jx plena. 
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L 



Fi;i !■< Mudelnauon d un tondtnstltfp 1 pl*n. 



5. La* cupped; mnian«| da* 
charges, les armatures, an: 
crwetfliides de ennducreurs, 
iesq Mills nnl la prapriglMa 

rmsarvar la c narne dieclriqua Eur 

el 1 Eurac e 



Ces plans stmt appelcs armatures du condeimiaieur . Lc condetiMEeur e&L dit 
parfail Si louies Les Ltgites de champ relient une armature a I’autrc : lc champ 
elcctrostatique est mil hors dc Tcspace inier-armaiures, On tfii au-ssi que le 
champ cut nul a I'estcricur du condcnsatcur. 



□ el initial i ID 



Un condcLisarcur phui est forme de deux armatures planes, pantile I es et 
portant des charges ilcctriqucs opposccs avpc dcs dcn^ites surfadqucs 
uniforms et opposees. 



Ce-ura 
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1 - On so H quc to charrip E n'ssl ph-i 
defini d ux painte icues sur to = 
surlac^ chprgpjE On ra chtrtN 
done pas » cilculwr Ib champ E 
sur ts arfflaturas. En reiianelto., 

li! ijl:- 'll f,l pii .il uLiii ink'ni! ji du 

Br^ineur am cemctonsatBur. 




Fig. 75 - Champ E i rmneneur 
d T un eqndMisai&iir plan. 



Champ clectrustatique tree 

-V 

On vent determiner le champ E- ll Fexterieur, mais surtout a Fintcricur du 
condcn&aieur. 

On considere quc les deux plans sont Lnfinimenr grands (iilimkcs) et ortho- 
gnriiLUJt a Flx-if (jVi. Soil ufi point M de L'espace et n'etant pas situe sur les 
charges {c‘cst-a-dire sux 3cs armatures) {fig. 25). 

Le champ E cree au point M par ces deux plans esi la somme des champ's 
crces par chacun des plans. 

=#■ 

Lc champ E cree par un plan unii'ormemem charge avec une demite surfa- 
cique de chafes cst orthogonal au plan ; il est dirige vers Les charges si elj^s 

sunt positives, vers F oppose si dies sunt negatives et il a pour norme E s 

(OUOQ). ^ 

B — # 

On nomme E" et fi les champs crces cn tout point M respective ixrent par les 
plans charges posilivement (* plan + *) cl negativement (* plan - s). On 
rcmsrquc qu’ert dehors des armaiurcs, ces deux champs se eompensenc car 
Lis ont la meme norme et des sens opposes : le champ resultant cst nul. En 
revanches entre les armatures, ils s^ajoutent {fig. 26) : 




Rg Mi - ChHmp UMal E A IffintH- 
liiur cl ft I vKlcruMiir dus irma- 
tum. 



E = E* + E 



o -* et 

— it + “ — 

*>e 1 2e 

“a ■“a 




Lei S 



A l'exterteur du condensateut plan, le champ etectrastatLquc cst nul ; entre 
sgs armatures, il vaut : 




0,3,3, Difference de potentiel 

On note A Farmaturc positive, R lurmarurc negative, et u = V ft - V B la diffe- 
rence de polentieUc (positive) entre les armatures du condensaleur ' tig, 27). 




Fin 21 ■ 0 il'firciici! du potBiirinl 
antrs l«; srmalurBs d'un ccntton- 
a Stour. 



1. La naton de plan * mlir ■> n eat 
qu'une Fvpoiihpse d« c picul. 
vAriftoa sa- 55 masuras 
eipfcrimentfttoi Il- ^ll if - V$ 

(Eft "rnj grand dovani. r. 



Four determiner une difference de poienciel, il faut calcukr la circulation du 
champ E i 

| T® + — *■ ^ — ► 

J I d i* J - gradV 7 ■ d( = V A - V B = h. 



et eomme E cst uniformc : 



( r rf a Tf -— »■ 

E-df = E- dF= E-AB, 

j a A 



Coiflitic E — — u et AB = r u i 

% ' > ae 

V A -V„ = b = EAB = 

Si l*on nomme $ la surface tot ale du plan , alnrs on peut exprlmer sa charge 
A en function de la densiie cr : q = crS. La relation devient : 

V A - V B = u = 

A E EnS 



Lorsque q designe la charge de F armature positive et k la tension positive 
prise a ux homes du conden&atcur, on a : 

q Cti, 

oil C — est la capacite du condensateur plan. 



Chapiire 2 : Lea Aquations loeatoa de rAteclfoma^nAiiamA 



Sd 
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G. 3 . 4 . Energie potentielle electrostatique 

Pour former un condensateux plan, un operaieur a du rmsembleT les charges 
elecrriques pour afriwr i la situation finale dans laqucile ks armatures por- 
tent les charges + ^ et - Pour ccla„ if a du cflfcccucr un travail qui e*r egai 
3 L'energie potentielle elec-Lrostatique du condensateur. 

Ley charges sonL amenity de munierc successive Sur chacune des deux arma- 
tures (en notanr A f armature positive ct B Tarmaturc negative) . Pendant Leur 
charge, Ley armatures A et B portent respectivement La charge + Oq et ■ (Lf, 
ou a est un reel compris enure 0 et 1 (0 lorsque !e condcnsateur cst non 
charge et 1 a la fin de la charge du condcnsateur), Leur potentid vaut aV A 
ct aV H respeetkernent ct la difference de potentid s'ecrit : 



a* = a(V A ~V fl ) 




Lepcntrur amcne a lots unc charge elemeniairc sur chacune den armatures : 
fldK sur A et - ^d« sur B, 

Le trai'ail elcrtieruaire JW^ efTeclue par t’cipCrmeur equivaut a la sOrtime des 
travails ^du * (aV A - 0) ct - qda * (aV B - 0) ncccssaires pour atnener rcs- 
pectivement la charge ^dtt sur A et la charge qdtt sur B depuis des positions 
infiniment doignees (on le potentid est mil). Done : 

dW_ T = flda x (aV A - aVp) = qdaxm - guotda. 



Jje travail total neecssaire it La charge complete du condcnsateur a etc effee- 
tue lorsque fi. panse de la valeur Oik valeur 1 : 



if 



f 1 


a 1 ' 


oeda = qit 


‘a=<:< 


[ 2 




Cc travail cst identique a L’energie potcntiellc electrostatiquc acquise par la 
distribution de charges (le cundensaleur en I’occurrerice), 



t. On ^rrriLh fi ifiTte expression an 
&tat1roGinitiqun At on la 
i£iix-uv£ia en SBcnnde annea an 
M§flr*nt la d»nsiti wlumiqiUB 
d 'fcnergie eleLtranBcneliqu* du 
C*i*mp nr# par li: cgndgruBtnLir 
su>r tout I'espice oil £ an nan rjl, 
Casi-i-dira sur rc-Jt I'essatB intar- 
anmaiurea. 




Un condcnsateur, de capadte C et portant la charge tf, a une difference de 
potentid u entre ses bornes cells que q ■ Cm et son energie potentielle a 
pour expression ; 

energie potentidle (3) 

_ 1 _ I a 3 _ I q charge en coulomb (C) 

^ - 2^ - 2C - l ’ « tension en w>1t (V) 

C capadte en farad (F) 



2. Pierre Simon de Laplace 
1IT4S’IH71, rnslWnnitiHCipn et 
pivsic ers r r arja s. a cDfrtriDue de 
mariBre diturrt A lapphCMion 
das ruathenutknjfls au* arc alii me* 
da la ptiyaique. On lu dim 
uerammenr l utiliaartian de 

I'gpirglggr l.i|il.jnen. rfartfltiHt 
d a la fore a da Lap'ac a et La loi d a 
Laplace. Cast I* pramiar a parser 
B uni! 'iBIil leusa primitive a 
I'griginn de I'gniv^r*, pi#yr*gijr 

d? la tneorie du t a bang. 



H. Complements de magnetostatique 

CeLte partie vient en complement du coury de magnetostatique de premiere 
amnee. 

HJ. Forces de Laplace 

Ixi force de Laplace est la force que subit un conducteur parerrum par un 
courant electrique sous Taction du champ tmgneiique dans lequel il esi 
plonge. 







Fig ZS ■ u ixmii M es: ie eerure 
if un GlemtmS ■: p volume dr, 



If c nnHi.ji;h!ijr pciKKi'idi! r 
charges rrob as oar jm-e de 
yelufflt. 



H.l.l. Force elementaire 



Un point H, centre d'un element dc volume dt = dSdi 1 , contiem un nombre 
lie charges mobiles egal i dN = ndl = ndStK (fig. 28)'. 

Une charge de ce volume possede La vitesse I'^et est soumise a la force de 

— * . ; — P 

Ijnrentz F f — qv a B. 

La force s’exeTtanl sur (’ensemble des, charges du volume dl cst done : 
d’F, “ dNF, - mjz* a BdT = j a Bdt. 



Cette Force cst aussi la force de [japlace elementairc a laquclle CSt souiTUS 
l’ddneni de volume Jt. 



On peul ddlnir une demite volumique de force de Laplace, egale a la force 
de Laplace subie par unite de volume : 





Oefiniliem 11 




Fi|. 33 - Cii d'uBi cunduttBur W- 
1 twine. 



. , „ , d J F f 

La deadte voLuittiqut: de force de Lupkice stable par un ceoduc- 

dr 

teur traverse par un couranL de densite j et. plunge dans un champ mapne- 

uque B vaui : . 

d L F, * 

d, = ' ' B 



Lorsquc If conducteur est filitbrme (fig. 29 ) ( on cherche plunk la force qu’il 
subit par dement de longueur, sa surface restant de petites dimensions. 

On obtient cetlc force en integrant la force d-F. — j a Bd/dS sur la section S 

du conducteur : 

dF,= J. d'F, . £ Pa BJ, . £ ?a Bd/' dS. 

ff fc" * ^ ^ ^ 

= || d/ a B j ■ dS car df et j scant colineaires 

- I df A B 



Prupmilr 13 



La force de Laplace dF,, que subit un element de longueur df d\in 
conducteur fils forme parcouru par un courant d'inienstre l vaut : 

dF f = Id/V B * 



La force de Laplace que subit un circuit filiforme parcouru par un courant 
d’imcnsite I ct plonge dans un champ magmerique B cat la soramt dcs force? 
de Laplace que subissent 3es elements de longueur qui constituent le circuit : 

F, = J dF, = I | df a B, 

J si 

2. La sipnilitatinn physiquB- de 
iintigraie en une add ucn d'une 

intinisa trMfimems intinimenc pefcns H.1.2. Forge resul tan ts 
at c' 0 'i<iE !es uns ties iirtnasdans 

ib dwnanna continu c j on lee Pour obienir la resultsme des. forces de Laplace, on mtegre la force elcmcn- 

HioutB. tairc dFj sur le domains de I’cspacc qui lui cojrespond- 



Chspiire 2 : Le* equal luris loca its (it I'tieci 1 uinu^nei srne 





atari al 
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Lorsqu^il s*agit d'un courant volumiquc do-nt la dcnsitc csl j dans, urn volume 
Tj nn Integra sur Ce volume les fortes elementaires : 



Propriety 20 



La resul tame dea forces tie Laplace que subissent ki con rams de den- 
sice j presents dans le volume t esc egale a : 



Lorsqu’il s’agit d une portion [ dc circuit lincique 



Propriety 21 



La resultant? ties forces de Laplace que mbit le circuit ]" purcuuru par 
un courant d’intensite 1 plongc dans un champ magnerique B est egale a : 

F = f d F, I Id/* B+ 

Jr Jr 



11.1 + 3. Moment resultant 

On cherahe Pexprcssion du moment en un point A quelcnnque ties fortes- de 
Laplace qui s’exercent sur des eourants pouvam ecre volumiques, 

Considerons unc porcicm I' de circuit lineique parcourue par un courant 
d’intemite L Suit un point P de cede portion de circuit, Centre d’un flememt 
de longueur d. r . Cet element de circuit sub it la force elements ire : 

iiF.fP) = Id /. a B, 

-y 

oli le vecteur d 1 est orieme dans le sens de parcours du courant . 

Le moment au point A de cette idree elementaire qui s’exeree en F esc : 

ii\l A AP a dF, (P) « AP a fl d/ a B) T 

Le moment resultant est la sornme des moments de diaque force elemen- 
tairc : 



Propriety 22 



Lc moment resultant an point A des forces dc Laplace qui s’cxercent sur 
Ja portion de circuit lineique P parcourue par le courant d'intensite 1 est j 

l \1 4 = I (1M. = [ AP a (I df a B) . 

* Jp*r 



Lorsqo'il s'agrt d'un courant volumiquc dnnt la densite est ) dans un volume 
T, on Integra sur ce volume les moments des forces elementaires : 



Propnet* 23 



Le moment resultant au point A des forces de Laplace que subi&sent 
I its eourants de dcnsitc j presents dans le volume t esf cgal a : 

M a - I Jdjft A - If AP A </(P> A 3(F)) dt+ 



Court 
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1, Or rappeile qi.e le couram da 
■Ju plfiCfifflBfiL l:;1 urt col i am lictif 
gui Iradoitune equ vale ice avee 
les vai Bbnnrl lei'iipurellnis du 
ch*mp n nclricnr 



H.2. Theonbme d* Ampere 

„ , r ^]]j 

Bn staiique* le coumm de deplacement j 0 = f v ~ est nul. Le theoreme 
d'Ampcre generalise se simplifie alors et on uduvc : 



2- Voir le TMarims 2 KA. Le 
[tie are me c'Amae'a generalise est 
It Wamn^crgjcopiqiie rip 
I'equaEion le-ca-e da Vlaxne • 
Ampere. 



Theflreme 4 



Thicnrtnic d 1 Ampere 

Si I esc. I'lntcnhiiij du courant travcrsarit un,c surface ouverre S qui s’appuie 
suit le contour (ligne fermee) r, elsrf on a ; 



d/^l.wrcl = Jj f-dSf. 



3. Onreppelle qu'rf n'esl paa dMIm 
sur Ik pnurp.nte liwiquas at q j'il 
near pas corrimu £ Is irave-'fee tie 
cflurams da surface. 



On notera que y lorsquc la distribution de courant esc volumique, le champ 
tmgnetique B est detmi et continu en lout point. 

[I convleni done de calculet le flux de La densite de courant f a travers La sur- 
face S qua s'appuie sur k contour d 3 Ampere que Ton a choisi. Lch counants 
qui ne traverseni pas la surface S connidercc ne constituent pas unc source 
du champ magneiique qui regne au point M Anient du contour d'Ampcre 
considere. 



Application 



(lalcul din champ inagnatiqua 



* 

Determiner le champ maptetique B cree par un fi] cylindrique reciiUgne 
d’aste Or, de section circulaire de rayon R, paicouru pa? un POUrant volu- 
msque dc denskc uniforme et d’imcnsiic toiale I. 

Solution 

— |r 

Le courant est vohuniqur, le champ magnenque B est done deflni et 
continu en tout point de 3’espace. 

Au VU la forme de La distribution de courant., on choiail le systeme de coor- 
donnccs, cylmdnqucs. 




Ce chriis cat vaJide par les mvarianccs par rotation d’angle 
t? siuiour de I’axe On et par translation le long de 1'axe On 
(B - ||I? || nc depend pas de 8 et i). 

SoU M le point ou I’on cherche le champ B Le plan 
A | - (JvL w% ear plan de symetrie p^uur la distribution de 
couranr. On^cn conclur que le champ B en M esi orthogonal 
3 ce plan ; B — B 




Jut 






Finale me ik, on ecrit : B = Btr)^, 



Les lignes de champ sont done des cercles cennees $ur I’axe Oa. B y e&t tangent en tout painty « 
sun module reste constant le long d'une llgne de champ : Ic contour f d' Ampere sera uncercl* de 
rayon r centre nu I' axe et la surface S s'appuyant dessus sera le disque de rayon r t car alora 



dS - JS fi — dSw, et j — it. sont colineaireiiL ce qui facilite le calcul du produir Ficalairc- 

kR 



On s h apercoit que dens cas vont apparaitre : soil M sc trouve a re^tcricUT du cable {r > R) et le 
courant total d’intensiu; 1 traverse la surface S, soit M se trouve dans le cable (r < R.) et i'antensite 
i qui tra\'erse la surface S cst unc fraction de rintensite toiale 1. 



Chnpil rr? 2 : Les nqijrili -jn:; lnr. : ilcn firs i'nlniilm TiqrinotisTK! 
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On en deduit quc : 

Lorsque r > R> i B ■ di = 2irr E(r) = (jJ (on fora attention a fomentation du 
J r 

contour r)> soil enfin : 



B f *■ > W.) = 



2nr 



* 



« 9 






Lonique r < R, on a toujours 



i 



¥ 

B- 



df - 2nr B (r)> 



mais awe : 



“JL 



j * dS = jf a k** 2 



-™rl, car j s r. II vient alnrs : 
R J * irR- 



B(r < R) 



M 1 * 

2jiR ! 



¥ 





Le tract de Li courbe B = /(r) permet die verifier la conunuite du 
champ magnet jque B, 




11.3* Lc dipole magnetique 



11,3-1- Moment magnetique 

On intrnduEt La notion de moment magnetique en utiLihant le modele de la 
spirt circulaire de rayon R. Soil 1 I'intensite du courant qui la traverse, rt 
ctant sa normalc oricntcc conform orient au sens de I'intcnsitc 1 'fig, 30), 




m pBrvrt CHUM a'innw** I. 

1. Ls ore in Mitorme plan dans 
lain Id; nas. (irtvijagfis, dt: SgrTC 
qua Id na™iaJe rMMt* inchgna^u. 



On definit Lc vcctcw surface die cette spire par : 

S = j JS = JdSn= 7lWn* 



D-efinition 12 



Le moment majtnctiquc 


It 

d‘un circuit filiformc est defirti par : 




r 

M moment magnetique {A^m*} 


M = IS 


1 intensite (A) 




■fe" 

5 -surface (m 2 ) 


oo S est le vccteur surface de ce circuit fttiformc ferine et 1 3'incensite du 


courant qui le traverse , 





Tout circuit clcctriquc paicouru par un courant possbde done un moment 
magnelique. 



On parltra de monuju irngnetique actiflorsque I’on s’interesseia au champ 
magnetique crcc par le moment magnctiqiic (et plus, gcneralemcnr aus 
actions Creees pur le moment magiteliique sur d’aulres Courants), et de 
moment magnetique passif Inrsquc Ton ctudiera les actions subire par le 
moment magneuque et eitercee& par un champ magnetique fttierieur {dree- 
par d'autres courants). 



Jopyrigteitid 
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H. 3 . 2 , Dipole maRnetique 

L'apprcximatkm dipolaire pertnei de deEnir la notion de dipole tmgrtetique. 




Fig. 31 - n bob riBgneUque a pH : 



1. La Echima Test done 
ividemmen: pas a I'dchalle. 

t La Bonbon do M s-at sio 1 la 
conditran de I'apprawmatian d j 
di ack 3 cul 




Fiy . 32 ■ Systene do coardann^es 

Split! iqL.UK, 



[Jn+iniiion 13 



On parle de dipole magnetique actif si Ikrendue du moment magneLique 
cat tres petite devant La distance a laquclk enctudk Lc champ masnetique 
qu’U cree fig.3i). 

On park de dipole tnagnitique passif si f etendue du moment magnetique 
esL tres petite devant Jti distance caracteristique de variation du champ 
mugnetique exterieur ikmt t! subit faction. 



Pour 3e point M d la spire est un dipole magnetique actif si r R. 

11 . 3 * 3 . Champ magnetic! tic tree par un dipole 
magnetique 

L'cspression du champ magnerique E ercc par un dipole magnctlquc en un 
point M est admise (coofbrmimem au, programme officiel). 

On La donne sous forme tnirinseque, puis dans un system? de coordonniks 
spheriques dont faxe (Oe) est cclui du moment magnetique dipolaire M. 
L'origine O du repere spberique eST placee a I’endfCrit oil se trail ve le moment 
dipolaire (fig, 32). 



Drlmrtmn 14 



Dans ['approximation dipolairc, 1' expression du champ magnetique If crec 
en un point M * loiniain * par tin dipole mign^nque est : 

* ntpmfion tmrimiqm : 



ii(M) - * H K 

4x r 



R champ magnecique cn tesla (T) 

|i, permidvile du vide 
— + 

. i I moment magnelique djpofeire ( A ■ m : j 
r distance en metre (m) 



expmskm un cwntmnm tphiriques : 



_ 2 Hcos 9 if r + .[(sine w t 



H(M) = “h 

-In 



— *-*“.*•*£“ c. B, = a. 



Mr* 




Fiq. 33 - Champ 'in yni'itiqui: 0 
erc« m M ppr unt spec cn culture 
parenurue en enurant I. 



H. 3 . 4 . Cas die la spire circulaire 

VcHfions lea expressions precedents cn leu appliquant a une spire circulaire, 
Le champ magnetique B cree par une spire circulaire cn un point M de son 
axe de revolution dig- 33) a pour expression : 




n” r. 

2(\ R ! + z™ 1 



Plipmi nous dans ['approximation dipolairc et eumparnns ce champ STCC 
['expression generate donnee dans la definition 14. 



Lhnpitre 2 : Lea iktunlmna lac-ales de I'^lecErcnrlegr'ierisnie 
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Le moment magikrique de la spire «r .11 = IS = jiR-I, done : R 3 1 = — . 

K 

De plus, Jans rappruKimulion dipolaire, lu point M esx eloigne de la spire, 
done s Ret par consequent u . 

(\ R : + a*¥ = OM 1 = j 3 . 



1 £ champ a done camme expression: 




M 

^ it _ _ =* 

. u s - 1 — Jj 

2 s' 1 2nz ! ' 



1 

i- * 


LJ 


? 

A-’ 

C \ 

f \ 


k 


\ J 


« 




o 

1 



fif. 34 Pour Hxprimer B an coor- 
donniea spMriques. 



^ 

4 


j 


^ \ 

e 




r \ 

\ i 


t- 

i (f 




0 



Fi$ , 3S - Roar Baprirosr E an toor 
eannees EpteriqueE 



Or, pour un point dc faxc, (J = 0 S ? - r et jj' - H r , et on rctrnuvc ("expression 
de La composante radiale dn champ magnelique Crtie par un dipole. 

IL3,S- Cotnparajson avec le dipole electrostatique 

Dans fapproKimitrion dipolairc* on remarque unc grande similitude entre les 
champs crees d’une part par le dipole magnetique et., dbutre part, par le 
dipole electrosLulique. 

Pour le dipole magnetique, on rappelle les composanxes du champ magne- 
tique Q crce en un point M eloigne, cn coordonnees spheriques fig. J-t ; 

H,vUcose n _ Mtsinfl 

2nr> Mir* * 

Pour 1c dipole clcccrostaiiquc, les composantcs du champ eketrostadque E 
CIW cn un point M cloigrk s*ecrivcnl cm coordonnees spheriques ‘fig. i?) : 

r = JE£2S* eL r = 

- 2n E„r> M 4lt£^ 

II csisxe unc grande similitude dcs figures et done du sysreme de coordon- 

nets. Dans ]' approximation drpolaire, Its lignes de champ ant aussi ka meme 

allure, car 11 suffix de rcmplacer M par p ex jj,. par — pour passer du champ 

— r P _ ® j i -fc- 

magnetsque B cnee par le dipole magpetique au champ electrostadque E cree 
par le dipole ekeumtatique, La carte de champ esx done La mime (fig. 3G) T 
a condition de respecter I’approximation dipnlame, e'est-a-dire a condition 
de ne pas prendre en compxe les portions de lignes de champ proehes du 
point O oti se crouve le dipole. 



r 




f i g . 3?. - Cirta das chimps 
magnetque etelectrostatique. 



Lorsque Pen 5C place a pmaiimLte des dipoles, les Lignes dc champ deviennent 
fondamenialemem diffeiemes;, 

Pour le dipole elecLrostatique (fig. 37 , elles vont de la charge negative vers 
La charge positive, alors que pour le dipole magnetique (fig. 38)., elles passent 
dans la Spire sans jamais toucher le mu run . 









x—- 1 










■ — 


■41- ™ ■ 


'i 










Fly. ST - Liqiiss dc chn-np A -irr:^ mil h dy dipFilc 
ilertrastatiqua 



Fig. 33 - Lignyf Hn yhpmp a prpaimili dy flip^ia 
magraAtiqin. 






H.3.6., Actions subics par un dipole magnetique 

Un dipole inagnetique pent ecre mod^lise par une spire dreulaire de petite 
taiiic p-arcomruc par un cnurant- 

Pnur comprcndre les actions subics par un dipole magnetique, on delink les 
forces agissant sur les courantK, puis on les applique au dispersitif ccmstituc 
par 1c dipole magnetique. 



i. Ctm layptfihe** a'(h wi au'yne 
an app-ira^ca, puisque 
I'amjraxirnabnn disnlaira suppose 
qua sur i eteadae du dipfile, Is 
Chump B ne VU.-IC pJS. 



H. 3.6.1. Force subie par an dipole magnetique 

”+ 

On ctinsidere un dipole magnetique plonge dans un champ magnetique B 
uniforme ct on 1e modelisc par une spire circulaire de ravon R et parcaurue 
par un courant d'intensite I in,: 39}- 




Fiy 34 - D do t ntagrkbqiie 

C0nsIitV^3 pur urn »prrn tirtulaire 

parcpuiua par im crjurarcld'inlBn- 
SiLi? L 



On calcule done la force de Lapkce subie par ct dipole : 

F = |dF = ^ Id/ a B = l( £ d/' 1 a B = 0. 

En diet, l'intensiti I et k champ magnetique B etant unifurmes^ :1s n'mtcr- 
vienfiem pas dans le calcul de Fintegrale eu de plus* la somme vectorielle des 
elements de longueur esl nulle car le circuit est fermt. 



Lui 7 



Un dipole magnetique plunge Jans une champ magnetique uniforme 

subit une force de Laplace nulls. 



2. line se diplace Jane pua 4 consequence physique de cette ini est que k champ magnetique exterkur 

I'falnll* rnscrflscopqufl. B ne provoqut audin rtlOuvemeni de translation du dipole magnetique 



3. C r i r-sppalie la formula dir double 
praduit vectorial . 

a" a j b* c"| = |a" e fi - \ i- b)c. 



H. 3.6.2. Moment subi par un dipole magnetique 

Meme si la force exercee est nulle, son moment. lit ne L’est peut-£rre pas. 
Calculous te au point O b centre de la spire. 

On ajoute to us Les moments ekmentaires dSPi subis par les elements de cir- 
cuit de centre P soumis a la force de Laplace elementairc dF : 

= cfyOP a dF = ^ OF a (IJTa B) = if (0?S)df- (OF d/)B\ 



On se place en coord on nets cylindriques et Ton prend le centre de la spire 
comme origin? O ei I’axe de revolution de la spire comme axe (Os). AJors : 

OF = Rw' . dT= Rd0w fl , done OF-df = 0. 

U nbomefii devient : 

$ = (DP B)dh 

Les vectcurs u r ct u* variant Jots dc 1 'integration sur les points P de f\ il 
eonvient de les proieter sur one base fixe, la base canesienne, pour ne pas 
avoir a inccgrcr des vecteurs umtaircs : 

/eus0\ / B v ^ /- Hn&\ 

OF = R sinff L B = Ld/ = Rdff cosB I dans cette base. 

\ 0 / \B\) \ o } 

Ainsi, (OP - B + )d( - R^dfKcosBB^ + sin6 B,)(- sinB u. + cosBuT). 



Lc moment peut maintenant ctrc cakulc cn inregrant sur 0 entre 0 ct In : 
— ij R J d0(cos0B A + sinbB.Jf- sin6 u \ + cosb«^l b 



CXapitra 7 : tea #<H«Si<sriF locales de i'ljlaHrtrqm^gngl'isirnp 
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1 On remarqua ca? stfst de 
ucbudd tarsqua ! arv pl-ace d-e la 
lim.i illi.: Hi! Ic-r ilufti If: irliaii'J 
magnatiqua -dont on Yautvismlisar 
lea k^ras da clump. Lea g-aira 
He limaills possHMC gn moment 
magniniqua at soriantent dans 
la dirsctwn du clin mp auteur 
titudifr. 



2 . Ijil.i pCLi Sire a jssi an ac it aii 
Ton an mcsiLM) Iek ft 1 reel 



„ . 

et sachant que f sirt0COS0d0 = 0, il viem ; 

Stfl = IK* (h n“ f cos-0i dfi - B ii | siipAdG L 

t x 7 Jg-ij. 7 Jft=sl / 



rc n 

suit 3?} = IffR : - B. uJ = IjtR j u_ a vB jl +■ B v (/ + B r «^ ct done : 

£$ - M a II. 



Loi H 



Un dipole magnetiqiie de moment magneiique M ft plotlge dans Utt 
champ rnagrvrlnquc B a-ubit un moment ; 

aS - M a b. 



On parte de couple Eorsque la force resultante est nullc, alors quo Je moment 
i^Sliltant nc Test pas, Le dipd]c ne sc dcplacc pas dans le champ magnetique 
exierieur B, mais tend a tnumer pour oriettter son moment magnetique .M 
dans Je sens du champ magnetique exli'ricur B . 

11 . 63 , Energie potentiellc niLi^Ticlique 

De maniere analogue au dipole dectrostatique, on iponrrc qnc Ton pent defi- 
nir une cnergic potcniicllc magnerique E f □ tout moment magnetique M 
plongc dans un champ magnetique exterieur B. 



UiS 



11 cxistc tine energie pptentictle magnetique d’inteiiiLiion entre un mo- 
ment magnetique .41 ct le champ magnedque cKiericur B dans Sequel cc 
moment est plonge : 

E p = ™ M' B . 

Si Lc champ magnetique dsns^Lequel est plunge le dipole n’est pas uniforme, 
alurs le dipole subit la force F telle que : 



F = ■ grad E p = grad f. 11 - B ) . 



1. Approximation des Regimes 
Quasi-Stationnaires (ARQS) 

I.L Defmition 

Le champ eLecitoinagneiique mesurc cn un point M a unc date i a etc cree 
par SCS sourcesj les charges et les courants, presents en des points P genera- 
lenient relativement kiintains du point M d’observatfon- 

Le champ clcctrcunagnctiquc est cree en P ct se prnpage jusqu^au point M 
oil i3 est mesurc . 







1 . Lb- chaplre 5 an eppnrta >a 
demonatraEian. 



1 . Auc un S jltat precis n'Kl 
re chare he. m aia aeulement una 
vg’BLr corrpcle dar\S des 
vd r at art d'un lacbaur 14 
IgratuSe tolerance^ 

3. Snuls i-as circuits 
hyperlriquances ne uerifient p-Ei 
I'spprammauan des friais quasi- 
stntinnnjirrs Las antannea 
parabeliquas, par axempia, 
rantEionnent awet des frequences 
in qncln jnj GHi *1 ne vnnfmrtl 

pas r«ppranrna;iDn ccs ems 
c u&ti- ELationnaireE. las ardennas 
ca reception ilea onaes -ad a 
nFMi nan p js. la trtqua-nce 
frant dg I'mira de l(W MHz 



d Aijcu-n r&Eiiltat precis n'BEl 
recharc he. rrais seulement una 
vdlaui l-3m acta dans das 
variations dimlactaur ID 
Cgr^nd? lplirpncf 



La propagation du champ elcctromagnetiquc s’effcctue 4 Ir vitCSSC 

l 

c s — ; = 3-10* m-r 1 dans k indie ou dans un eonducicur, Le champ 

P«\f 

dectromagnetiquie a bcsoin de Us durcc ij, w - — — , pour allcr depute son hcu 

de creation P jusqu'au point M ou on rnesure son action. Lcs variations des 
sources du champ au point F ne sont done pas ressentics Lm media lenient au 

FM 

point M> maia settlement apres la dunk tp H = . 



Oo-finition in 



On appelle approximation dcs rtats quasi- station nuircs Con AKQS. 

1’etude de r electro raagn^tis me drnv b ILmite ait len temps dc propagation 
peuvent etre negliges. 



Soit T unc duree caracteristique des variations temporcllcs dca densites dc 
charges ou de eouratlts (T cat par etemple la periode si les densites sont sinu- 
soTdaks), et en consequence la periode du champ ekctromagPCtique, Soit D 
une distance correspondanL a I’extension geometrique ou geqgraphLquc 
typique du disposiiif. 

L'appruxLmaLiun des etitfi quasi-stationnaires est done vaJablc Inrsquq t 

PM 

« t, soil D « cT, 

c 

On constate aloes qut lc champ eketromagnetique s'ctabllt instantanc- 
tnent a nacre echelle de toesure du temps. 

En electricite, le circuit d’utte habitation a une longueur dont Pordre de 
grandeur est D s JO m-. L’ approximation des etats qnasi-stationitaircs est 

vaiabk si T » — , soir T » 10 1 s, ou pour une frequence corrcspondante 
1 C 

/= — « 10 Hz s 10 MHz. Cela est tou jours le cas pour les circuits elec- 

triques elassiquc5\ 



1.2. Equations locales dans FA.R*Q.S 

On se place dans le vide, ou bien, lorsqu'tl y a des charges ou des couxunts, 
dans un milieu materiel dont ks permittivite ct pcrmcabilitc absolucs sont 
celles du vide, tespoctivement E t , et p n . 

Soit 13 la distance caracrcnsriquc dcs. variRtions du champ clectromagnctique 
sux t 3 etenduc du dispositif, et T une duoee caractiristique de ses variationa 
temporcllra- 

[j derivee du champ par rapport au temps revient, en ordre de grandeur a 
divider pax sa duree caxacteristique T de variation. 



Sij par eKcmplei k champ etectrique s'ecxit E — E fi ccis([jjr - jb? + tp}u Jr ct a 

BE . _ 

pour amphtude E^, allors - — — - (oE^sinfiiM - kx + (p)u a pour amplitude 
E if ^ 

toE„ = 2ic soil en ordre de etatideur '. 



De meme, une derivation pflx rapport aux cOordionnees d’espace revient a 
divider par la distance D caracteristique de L'etenduc du dispositif sur kqud 
le chiutip nric. 



CsiafKtre 2 : les eqvationg loceles de Veleetromegnetisme 



Copyrighted material 



64 





1,2.1. liquations de Maxwell 

La demarche precedmie nous permet d’evaluet I’oidie de grandeur de 
ehaque Leone des equations de Maxwell. 

L’equation de Marwefl- Flux nhupporte rien. 

Liquation de Maxwell-Gauss (divE = £-} domie : 

E £_ 

D E, 



Elle ne donne que ]e lien entne I’acnplitude du champ elcctrique el celle de 
ses sources, 

— * j? dB 

L’equation de Maxwell-Faraday (roiE = - — ) donne : 

Of 



E, 

D “ T L 



Cette relation indique ainsi le rapport dcs amplitudes des champs, 
L' equation de Maxwell- Ampere s*ecni : 



— ► =* ft E 

rot B - j y+ E.J 1 ,, — . 



Calculons Lea deux ordres de grandeur : ||rot B 
Le rapport de ces deux termes decent : 



B I .rlf 

D n K 



dE 



||mtB 



_1 E 

c* T 

B_ 

D 



eT 



«• L car D cT, 



J E 

c J T * 



1. On remarque Id presence d'un 
1 *rme de nBriMfre par rapport au 
it Tip:- : I'ARQS correspond gyx 
reg -net lenterr-Em MsriBblea dene 
la tumps, er caminameni pas am 
rig mss sUbqiras, 



Cela signifie que Ton pent negliger lea couranta. de deplacemeni dans ^ap- 
proximation des etats quasi-station naircs. 



f Prctpritfite 24 | 


Dans ^approximation des ctacs qtia.si-stationnn.ircs, les equations de 
Maxwell s'eerivent ; 


Maxwell-flux 


divB - 0 


Maxwell-Gauss 


divli - - E - 

e» 


Maxwell-Faraday 


* 3 ? dB" 

roiE = - -r— 
m 


Maxwell-Ampere 


™tB = 



£ Dn reppellH qua divlrc'"! = 0. 



1,2.2, Equation de conservation de la charge 

Si on prend La divergence de ]' equation de Maxwell- Ampere dans FappraxL- 
matitm des eiats quisi-stationnaires-’, on obtient : 



Propriety 25 



Dari s FARQS, IVquulion. de COdServatioTt de hi charge s’&Mfit ‘ 

div/= 0. 



L 



Cisuri 
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L'equatiun locale de conservation de la chaise n'cst compatible avec les 
equation's de Maxwell dans, lkpproximarion des etats quasi-Btatiotimiires que 

si ' ^ pent cue neglige, La denshe de couremt a une divergence nolle > cc qui 

oi 

la rend a flux conservatif. Ainsi > ehnque portion de HI eleetirique est tin 
tube de to u rants rintensUe du eon rant a trovers ehacune des deux 
sections etam La na£ttie. On etudie ainsi une surface cyltndrique fermcc S 
dont La hauteur est fbrmee par La paroi d’un fik electriquc et les bases par des 
sections S, et S, du ill (%. 40J. On a alors : 





et : jj j -dK — j j J div / dl — d. 

11 vienl done : 1 = I f . 



On demomre de la mcmt maiiicre la Loi des mat lies ; la somme des imen- 
sites partant d'un ntrudi (que Ton a entoure d'une surface fermee 5) est 
nuUe Par Le meme raisonnement que precedemmcnc (fig. £4) s on obticnf : 

l/ dS '= If S( ? dsi i + JL? dsN i + // s = h * h + 

et i ■$ r-dS = Jll dh'Jdx - 0, 



11 vient done : 1. + I ? + I, =0. 



J. Etude energetique 



J*l. Puissance fournie aux charges mobiles 

Soil une charge q posse dan t la vitesse v ei pLongee dans Le champ felectro- 
magnetique. Cette charge subit la force dc Lorcntz : 

F - q(E + iT a B) . 

I U puissance de la force de Lorentz vaut done : 

-+ -+ _» 

p — F‘u = 

Considerons maimenant une distribution, de courant votumique, avec une 
densite p’ de charges mobiles, dont Ft est Le nombre de porteuir. de charge par 
unite de volume. Le nombre dN de porteurs de charges mobiles de valeur $ 
compris dans un volume dt vaut dN — fkJi. La charge mobile de ce volume 
s'ccrit ahrs ; 

dq — ^dN - Hfldi - p'dt. 

La puissance dp cedee aux. charges mobiles du, volume dl vaut alors : 

■ t > — K » 

dp = d^E'ti — p't'Edr = j ■ Edr 



Di I ini I K] 1 1 16 



La pu issuance volimuque d / J de la force de Lorenix cedee a k niatiere 

■dr 

par I’onde electromagnetique vaut i 

dp _ > * 

ix ' E 



Chppitrf- 2 : Le$ *3uai-on« locales da I'eieccron'iagi'iecisnie 
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Cette rormule s'applique aux milieux conductors. Dans, cc cas> com me Ja Loi 
d"Ohm dorvnc J “ yE^ it vient : 

= j ■ E = -JE ? 2 0. 
at 

Mats CCttC puissance ne pent etrq ermnagasinee dans les eunducteurx qui la 
re-sEituenl a Fcxierurur suus fo-rrtle d’efFel Joule fehaleur que I’on peut mode- 
liser par une percc d’cncrgic due aux chocs entre Ira diverse* changes mobile*). 



J.2, Grandeurs energetiques 



Defirntip'n 17 



Lc vccteur de Poynting correspond a la densite (In flux d'enerRic cl«- 

iTomagnetique ct ent delini par : 

r = ^8 

R est hotnogcnc a une puissance surfarique ; son unite SI cst lc W-m 



Theorems S 



Signification du vqcteur dc Poynting 

Ijc flux sonant du vccteur de Poynting R a Havers une surface S e-st egai 
au debit d’energie eleetrornagnetique a leavers eette surface. 



Dilinjllon 18 



dW 



l, M irt ljn „ nijijiifiM « K p„-ii« b' LI - la deiisite volumlque d’energie electromagncliquc du champ, 



St 



d hi Affile vfllumique, puistfu e- dW Hi lc „■ st d eft ni par : 

repfsssfite I'snernie priixili darn d W _ B 3 fi- 
le Mourns dt, ei leurrappart -x ■ dt 1 2 2pi 

ert hisn une snarpie Moftimique. Son unite CSt 3e Jm '■ 



7. C' psI urm b r HL u du dAvnvatKm 
dim praituit vdirle formulaire du 

c h.ipiLm 1 



J3. Equation locale de Poynting 

Nous nous plajons en un point M queiconque du vide, ou le champ electro^ 
magnetique (B* B) cst crcc par Ira densites dc charges fixes ct mobiles. 
Eapnmona La puissance voiumique de la force de Lonenuc en utilisam requa- 

Tf r H | — f- - ► 

rion dc Maxwell-Ampere (j - - £ — +■ — rot R) : 

dl 









dT 



dt 



rot B. 






Opt rappeile que ; div{E a B) = &■ ratE - F'ttuB : t d f ou IE vient ; 

B’rotB = B roil£ - div(E a B), 

L'expressinn dc la puissance voiumique ccdcc a la matiere prend alors la 
forme : 



dc I 

= pE = -£ J E‘ -r— * 



dt 



dt 



Ik 



( B - rot E - dtv (E a B)J . 
r*B 



^ 

En uHlisanr 3'cquarion dc Maxweil-Faradav rotE = - — > il vient ; 

+ “ fc J riE. 1 rlB ► ► + 

r E = - E~ + ~ (= ^ B - divCE a B>} . 

dr M,-, dr 



Cnuf( 
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Hn txmarquanc quc 
mcnt : 




as 

ec B' — 
Si 




un ubtieiit finale- 



Proprlate 26 



EquttLiun lucuk Je Puynting 

a dW , . .■ a . _ 

— I + j ’ h. + divR = 0 . 
dt 1 dt f 

’Cette equation traduit localemcnc |e tukm cnergeriquc dans )e oide 




F I : I M - Vu - uii'-u t du“ Tiile par la 
suriai* Icimeii S (I cgmp^-nl. 
i'6ne r n'6 Blectmmagnetiqiis W 



I LorsquB foperaledr divergence 
04 J d«s qr;i n: i!L 1 1 viilumiqncx 
iriuivrDritfni dans era equation, 
on a unfi'tr a mtaq, r «r carte 
aq>i at or Eur up volume poor 
aap'-iiLer la farnujle 
d'CsBeg adJi^ m iftiiaprasK' 
ptiysiquornont la bilan str la 
grande jr cant derae 

J- La n(rt#uun aiipiiEila do ''anorspe 
valum-goa pern* at de it buh 
d-W 

EOmprnndnq qut — — rip est 

if T 

I'flne -gie rA 1 arasente dans 
I'aiemeni da -<olume dt. 

3. Transpcirwe par rayaonamant, 

Du rayai-Mtu. 



J,4. Bilan global et interpretation 

Pour degager La signification concrete de ces quantiles presences dans 
liquation locale, integrals chacun dcs membra dc cette equation sur un 
volume T delimite pit une surface fermee S (fig, 4 J ; 1 : 



Jtt *(^'} dT — *■»***■*: 






j ■ E di - $ R dS, rr team la nomiale so name a la 
s 



surface fermee S. 

dW 



: j cnergie clcctromajnetiquc eonrenuc dans Le 
volume t, L’equation bilan devient alors : 



Proptleta 21 



Equatiun de cun nervation Je t ' en c ri; ie ;lu niveau glofraJ 

Soil Lin Volume t conLenant une energir eLeetrumagnetique W cl delimite 
par one surface femwe $■ On a : 

aw 



dt 



- - f£/*Eih- J R*«dS 



■ciiin 

rcnergjt 



perlE pnr 

■ effec JVn±k ■ 
tfouruk d U 
mu'ierv.' 



|MTlif d 'erErprid 
jar FttyrHipemEni 
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L.e module R — : R|| du vccteur de PoynCing R - RjrrepreHcn.ee la puis- 
sance surfnciquc iranipcrcee par 1c champ da ns* la direction de son vec* 
leur unitaire u. 



■nh.'irnl'n 7 : Lrts cir]> i.irici n s locales rin I itirclmmagneliRinp 
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L'essentie! 

/ Source* du kiiwmp i L lvcLrvniH|g]«ti*]Uf 

■ La dcnhiic volumiquc dc charges cn un point P a pour expression : 




nu cty est la charge du volume ckmentairc dt amour dc P, tfjf 

Elk s'cxprtrne cn Cm A Ej charge inralc d’un volume t 
s’ecrit alurs : 

fl = Kf^ = /|/^(P)dT. 

• La densUe surfadque d< charges en un point P appamenant a Line sur- 
face S a pour expression : 

° m = di ■ 

ols d q est la charge dii la surface elementaire dS amour de P. 

Elk skxprime cn Cm 2 . La charge rotate d’une surface S 
skerit alors : 

q = // d* = // a(P)dS. 

Jh ^ines 

■ La densitc dc cuurant vnlumiqur j «t definse par : 

/= P m V s 

out est k densiie volumique de charges mobiles de vitesse t\ 

Elk s'estprime cn A nr 1 . Llntcnsite totalc I traversant une 
section S dc eonducteur skeru alors: 

*=///■ & 

■ In densite dc courant surfaciquc esr diifimc par : 

j s " V> 

QU [J^ est la den sate volunruquc dc charges 
mobiles sur unc surface 5 de viicssc v, 

ElSe s'eJrprinM cn Am L’inlensite tolule 1 Era- 
vcrsani Line ligne a ■comemie dans Ea surface 
conductricc S skerit alors : 

I = f d! = f &Zd a , 

P ff 

avee »vecteur unitaire langem a la surface 5 ci orthogonal a v en tour point 
dc a, 

/ Elude des potent ids 

— + _ — * 

■ Le pulentiel vectcur A du champ magnetique E a pour expression : 

B s rot A. 

fe 

- Ljc potential Kcalairc V du champ electrique E a pour expression . 

■ — tr 

E = - grad V - -- . 

dt 







/ iiquafimiK IncalcN du champ clcciionugnftique 
‘ Lea equations de Maxwell dans le vide s’ectivenL : 

f divB = 0 liquation de Maxwell Ml ux 

-* Q . 

divH = - r Equation de Maxwell- Gauss 

E ii 

A — k -+ an + 

rot E “ - —■ Equation de Maxwel l-Faradqy 

I ^ 

- ^ _k , m e j 

rot B = j A+j + e d j^ “ Equation de Maxwell-Ampere 
' df 

* I.. 1 equation locale de cnnservatlon de la charge cst la suivante : 

dlvi + ^^O. 

■ En regime Statique (Lndependam du temps}, les champs E cl G sunt independents Pun de 
Tautrc ; cn regime variable, ds som ceuples- 

* En statiquGj lea potencies V et A verifient let equations de Poisson respectivcs : 

4V + -E. = 0 et &A +M*/= 0‘ 

E u 

/ Conditions de passage du vhmmp t'lvelronuiguelique a la tmversee d'uni; surfsict- S sar 

la quelle ac trouvenl dca densites tf de charges et de couram 



r 

i 



f _ ii - - *; 

b i t i' H i_j 






1-pJ 




/ Qnnducteur parlait cn i-qui fibre 

- A I'sntcncur d'un conducteur parfait en equ.ili.hre, le champ elecrrlque ct la Jensitf volu- 
mique de charges sum nuls (E = 0 et p = 0), et le potentiel electrique est constant (V - cunstante). 

Le conduoteur rt’eSl charge qiren surface. 

' Theoreme de Coulomb : au vuisinage du con duct cut, le champ cleclrique vaut : 

E = — j£ 

-* ** ' 

oii a ct n sotit respeetivetnent la detisite dc char ges 4 la surface du eondueteur et la 

normale sort ante du conducceur. 




/ f Imtdensareur 

* Un enndensateur est un systems de deux comlucteurs A et R en influence rotate : les charges 
sont opposres sur les armatures en regard. 

■ charge du condensateur vaut : Q - Q., ~ ~ Q„ Q* » o est la charge portee par le conduc- 
teur A, 



- La (. Etpaeilv du COiWknsateur est : 

c = % = Qa _ 
U V A -V B 



si > 0. 



Pour un con do n sateur plan, la Cfipaeite vaut ; C - 
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/ I'brce dc Laplace 



■ La force tie Laplace subie par un circuit f parcouru par un courant filiform* I aditiet la resul- 
tant* : 

> f -+ r 

F, = Id/ a B t 
■r 

ei 1c moment resultant en A : 

M,= ,l APa (Id / a B). 

* Jiw 



* La force de Laplace subie par un system* t parcouru par un courant uolumiqiLie j udinet la 
nesultante ; 

F l = |// T /a B dt , 

ci k moment resultant en A : 

M a ■ JJJ APa (J'a B) Ji . 

/ Moment at lugn clique et dipole anu^ei Clique 

— ^ 

* Le mnniiiiii magnetique.to d'un circuit tUdnrme esi defini pgr 1 

.H moment magnetique (A ■ m 3 ) 

JH - I 8 1 imensite (A) 

S surface (m J J 

b 

od $ est ic veetcur surface de cc circuit filiform e fernte et I 3 miensite du courant qui 3e traverse. 

* On parte dc dipole magnetique actif si 1'ctcnduc dit moment magnetique cst cres petite decant 
la distance depuis laquelle on etudie It champ magnetique qu'Ll crec. 

" On parle de dipole magnetique passif si I'thendue du moment magnetique est ties petite 
dtvam la distance eoraciemtique de variation du champ magnetique exterieur dent il subitfac- 
tion- 



/ Appruximaiicnt des exats quasl-stationnalKS (ARQS) 

* Les temps de propagation peucent etre negliges ; le champ s'etablit Ltistimaniment. 

■ Condition de validity de FAKQS : si D etT sent respeciivement urn- distance et un temps 
caracferisiiqucs du system^ alfirs op doit avoir en t^UT point dc Fespscc : 

D « c T. 



J Etude enerf^tiqiic 
dlV E : 11 ! 

■ — — = Cy, ' + - est [a densite voiumique d'energie electTomagnetique Ju champ. 

dt 2 

-> -+ 
p F. *• U 

- R = esi le vecceur de Poymiog ei repr^setiie Ea puissance: (aurfudqucj transporttc ou 

u > 

¥ 

rayonnee par le champ eJectrotnagneiique. I > flux de R a leavers une surface esi La puissance 
elcctromagnctique qui la traverse. 

—¥ —+ 

■ j ■ E cst la puissance voiumique erder aux charges mobiles (* effet joule *). 

■ Liquation locale de Poynting est la suivante : 



_3 i dW 
dt 1 dt 



+ j 1 E +■ divH s U. 



Kile correspond h un bilan d'energie. 



Mise en oeuvre 



Mothodo n* 1 



Comment trouver Inequation aux dcrivees partielles 
un champ vcctoriel ? 

On cherche r equation aux derive** pardettes satisraite dans I’ARQS par 
le champ clecrrique E dans un ccmducteur cylindriquc Lnfiniment long 
parcuuru par une dcnsite de couranl volumique j non uniforme. Func- 
tion du temps « coliniiire A son axe. 

-* $ avoir faire 

J 1 

l 0 Si le problem e csi indepcndanc du temps ou considers- dans I’ARQS, alors une equation de I 
I Maxwell suffit souveot. Cest cellc qui relie Lc champ vecronel a scs sources. Si tel n^est pas I 
i le cos, alors passer id. I 

I I 

I O Le diamp vectUttel reste done Couple ivec Tuutrc champ, une Combinuisun des equations ■ 
de Maxwell esi slots necessaire pour trouver r equation locale (du second ordre dans ee eas> | 
| satisfaite par le champ recherche. Scion la push ion des sources, cite peut s’ccrire differem- | 
1 mem dans plusieurs parries de respice. | 

Pour obtenir ccrte equation, on utilise gcneraLcmem la formule d’analy&e vcctoriclle : 

roi{rot W) — grad{divW"] SW, 

tin W cst Le champ vectoriel (B, j ou E). On utilise ensuitc les equations dc Maxwell pour [ 
obtenir I’equation satisfaite par le champ voulu* dans Eaquelle figure son laplacien. 

I 0 Effecluer Les Con iid e r& Clou s de symetrie el d’invanances pour determiner la direction du I 
champ et les variables dont il depend. Choisir Lc systexne de coordonmics le plus adapte au:< I 
conclusions de ces considerations. 

I O Ecrirc I'cxprcssion du laplacien ou autres operateurs dans lc systeme de ooordotmees choisi | 



| pour obtenir liquation aux denvees partielles recherchee. | 

I - , I 



satisfaite par 

UlJ 

■ 




: Application 



0 IL n y a pas de charge fixe. La source do champ electrique E est done evcntuellement constitute 
par les variations temporelles du ehamp magneuque. La densite de courant volumique est source 
dc champ magnetique : LL faut done commenccr par I'equation dc Maxwell- Ampere : ror B = 
dans I’ARQS On sail que la densite de couranr volumique depend du temps, done le champ 
majpietiquc B aussJ, ct il faur utilizer Tcquation de MaxweINFaraday pour avoir le Lien entre les 



— *■ "* — i- — * r ")B 

champs E et B : rotE — - — . Les champs sent done couples. 

dr 



® On utilise rot (rot E) = grad(dlvE) AE, avec les equations locales supplementaires : divE = 0 
.+ 

(Maxwell-Gauss) et j = yE (Loi d’Ohm). 
la tormule d‘analysc vcctoriclle devicnr alors : 



> / r) B \ ► ► d 

roi|- ^-J = grad{01 - AE* soil - AE = - j- 



► ► dE ■ dF — ► 

- h rot B = - --- , et enftn AE - ii p k — = 0. 



Chnpifm 2 : Lnn Rquntiani locnins dti rdlnnlra^aignfllisrn.n- 



□py righted material 





® Invariances 



La distribution cst mvariantc dans toutc rotation autour de son axc : . ainri que dans toutc traiRla- 
tion le Jong de son axe.. Urte invariance aulour d'un axe etanL mise en evidence, i] est clair que le 
system e de coordono£es Cj'lindriques eSt adaple. On eii deduit E - E{r> i). 






M 



h 

U> 



Symctrics 

Soil H le profete orthogonal de M nur Taxe du 
cytirulre. Les plans. it, (plan eon tenant 1’axe du 
cylmdre et la droiie HM} est plan de symetrie pour 
la distribution* done E est dans ce plan, ct n 2 (plan 
conLenant la droite HM et perptndicu- 
laire a 1'axe du cylmdre) esc plan d 'an- 
dRymetrie pour les RourccR, done E est v< v 

Orthogonal ln ce plan : E Cst dirige selon le 
vecteur umtaife u. de la base cylindrique. 

On remarque a pviteriori que lc plan de symctrie ne 
fieTt a rien ici, et on rappcUe que pour connaltrc la 
direction du champ £lectrique, il sufiil d’ur. plan 
d'an.nsv’metrie ou de deux plans de symeme. Lea 

plans doivent nhJigatoircment enntenir le point M ou Ton cherchc la direction du champ, 

La farme de la distribution nous invite a cboisir le sysreme de coordomces cylsndriques, car les 
plans de symeirie cm d’antisymetrie sont facilement identifiabk-s dans ce systemc : it, = (M, u ri n) 
et it, - (M_, u it Uy). On a done trouve E{M S ij - Eta *3, z, i}u\ puis finalement : 




E(M, r> = E(r, 



O On a Lei AE “ - rot(not E). Le roE&dnnncl est done bien simplifie, puisque : rot E = - 1 w fl et 

Sr 



> 1 fj i‘ rflE f L— » — * ^ F — *■ 

et rot (rot E) = — - “ | r - in.. Avec AE - fi n Y — = 0 et en projerant sur I'axc a h s (E — E^)* on 

obiient finalement : 



1 d 
r dr 




= O 



Methods n* 2 



Comment determiner la capacitc d’un condensate ur ? 

Soit un condenfiateur donre, dom les armatures portent une densite surfaeique uiuforme de 
charges. On Cherche ll exprimer la capacite de ce condensateur. 

-* Savoir fairs 



I O Calculer le champ E existani entre tes armatures. 

I . I 

I fc> Exprimer k charge q en fonctson des densites surfaciques de charges de chacune des armatures , j 

I -* . I 

\ CalcLiSer la circiilation du champ E ertre les, armatures^ dcpuis I'armature positive VCfS 1'at- | 
1 mature negative, en utiiisant 1’eKpression caleulte en O, 

1 

I O Egalcr ccttc circulation avec la tension u cxistam entre les armatures et deduiFe regression 
de la capacity C du condensateur, 

Cop#Wft 3 




On cherehe repression de la capaciie d’un condcnsatcur cylin- 
driquc ; les armatures: sont dcs cylindrcs dc rayons R, er R ; ,de 
hauteur h et portent respectivement Lea charge a + q et q sur 
Jeur surface avec une densate surfarique unildrme. On utilisera 
] T approKimarion du cyiindre ipftpimcnt haul;. 



-* Application 




Solution 



f ; 




O Pour dcs, raisons de symetries et d'invadanees, on Iruuve que le champ electrique E a la forme : 
E - E(f)w" n dans le systems des coordormies cylindriqucs- 

AppLiquons le theoreme de Gauss a un cylindre C de rayon re ]R, ^ R ; f, dc hauteur l et enderc- 
ment contenu dans k cyiindre de rayon R ; et de hauteur h. 

On a done : 



du cylindre sur laquelle se trouve La charge est S, = 2ltR,A, de sorte qtie la charge s'ecril : 



pour laqueLLc E et dJ aont colineaires et de meme sens en tout point, C^est-i-dire une Hgne de 
champ ; une telle hgne est une drone radjalc et 1c dcplacemcnt elementaire s'ecrit : 



La circulation est : 



0 On salt que la circulation du champ s'exprimc aussi en Sanction du potendel cLectrustatkjue : 




a 



<7,1?, 



Efr] - 





V 



© La charge q est unpformcment rtparhe sur le cylandlre de rayon R! et de hauteur h. La Surface 







IE vient done : u — 



In— , avec 4 = SmlLJEro, soil o.R. = * * 

e* ft, 11 1 J 2nh 



ct 1 'on txouve 1 





opynqrred m atsri 



Chiipirrf! j : i as, wquritlgns locn Ins !'«i<-i:ir;>ii'ng MMisrr 1' 




Methods n“ 3 



Comment determiner un moment magnetique ? 

Soil un disque ay ant une distribution surfaiiquc do charge, on mauvement de rotation, On chetthe 

a cxprimcr Ic moment magnctiquc dc cc disposittf. 



■4 S a voir fa ire 

I 1 

| © Ghnisir un systcme de coordonnees sdapte a la geometric: du dispositif. 

1 1 

| © A I "aide dcs variations infinitcsimales des conrdonnctSj diicnuper le dispositif cn spires inti- | 

nitesimaJes et CiEcuLer L'intensite elemerttaine dr qui panCourt ehacune des spires. 

1 i 

I © Exprimer le moment magnetique elementaire de la spire precedence, f 

I I 

| © Sommer les moments maKnctiques dc 3 'ensemble des spires ennsrituant Ic dispositif, i 

L, , . .. I 



■+ Application 

Evprimcr k moment magnetique d'un disque dc rayon R* charge cn 
surface avec la densite unlforme a, et tournant atitour de son axe de 
revolution [Of] avec la vircsse angulairc to constantc. 



Salution 




O I,e disque ct son axe (Of) de revolution incite j cboisir sans conrcstc le systems de coordonnees 
cylindriques (poLairts, nteme, car La coordonnee z n'inlervient pas au niveau du disque). 

@ On decoape le disque en spires elememaires infinim enr fines 

d‘cpaiHscur dr chacune, 

Cette spire est une couronne circulaire d’cpaisscur dr et de rayon r. 

Sa surface est : 

ft* 

dS = \ Jr X rdO = 2llrdr, 

-e=n 

ct elle porce La chaise d^ = cdS - 2irordr. 

Pour calculer rintcnslte dr qm par-court ccttc spire* on remarque que 
la charge totale d^ traverse une section de la spire pendant Ee temps 
d'un tour de dtsque, soit la duree : 

T = — . 

to 

L’intensite d?' qui parcourt la spire est egale a la charge qui a traverse une section de la spire divi- 

sec par tc temps nccessaire a cette travcrsce : 

(it — ^ — tJtflrtlr, 

T 

— ■ l§" — tr 

& E.c moment magnetique clementairc de eette spire s' cent d.11 - lIjS, soit ; 

—f + h 

d-ll - titardr x w. = tnewr^r t* £ ► 




O On ajoute les moments magnetiques de routes. les spires cl£eoupees dans le disque ; on irnegre 
done Les moments ntagnetiques sur rde <J a R : 





KVtefhode n° 4 



Comment determiner* on champ a partir des equations locales ? 



On cherchc A dcJinir le champ electriquc E crec par une distribution 
vulumique de charges de densite p Luiiformc repaid* dans un cylindre 
de rayon R et de hauteur infinie en utilisant les equations locales. 



-+ Savoir faire 

i ; — * ~ — ' — 7 *-7 1 

| O EJTeCIuer le$ considerations de Sy me trie et d’ttiVariaiieeE pour determiner In direction du | 
I champ ct Jcs variables dont LI depend, Choi sir 1 c system* de coordonnces le plus adapte au* I 
I conclusions de ces cunsidrratiuns. I 

| © Reehercher un point ou le champ est eonnu L C’est genetalemeni on point ou il est mil, un ] 
point en lequcl les sy metrics sort multiples. En eft'et, commc Les equations locales font inter- ] 
vettir la derive* du chump, un* constant* d'iiitegradon uppsuraitra et sa determination se Fera : 
grace a la vateur dm champ au point ou il est connu, 

| © Poser ou rechercher 1 'equation Locale sahsfaiie par le champ recherche {voir methode n" 1). | 
1 L'ecnrc dans ebaque partie de I'cspace, En deduire ^equation diffcrentiellc satisfaite par le I 
1 chump. 1 

| 0 Resoudre eene equation en commencant par le domaine de l'espace dans lequei se trouve | 
le point ou le champ esl connu. Trtmver ta forme genera Je du champ par integration, puis 
determiner la constant* d'integradon en utilisam le point ou le champ est connu et/ou la J 
condition sur Lc champ a t’mfinu 

| U Resoudre ensuite evenlud Lenient 1' equation Locale dans les sutre-s parties de L’espace. | 
I Trouver les Constances d 'integration en ucilisani les conditions de passage du champ emre I 
les dififerenls domaines de l’espace. 

L - 1 

-+ Application 

O La distribution dc charges p cst voEumiquc : k champ electriquc est done defini ct continu en 
tout point de l’espace. 

Invariances 

L .a disitrihudon cst mvanantc dans toutc rotation autour dc son ssxc, alnsl que dans tourc transtg- 
tion le long de son aite. Une invariance autour d’un ane etatu mis* en eiidence T il est elair que le 
sy sterne de coordtinnees cylindriqucs est adapt*. On en dedutt R — E(r). 

Symetries 

Soil H le projete orthogonal dc M Eur t’asc du cylindre. Les plans Jt, [plan contenant I "axe du 
cylindre et la droit* HM> et it, {plan contenant La 
droitc HM et perpendtculaire a I’axe du cylindre) 
sOrtt plans de symelrie pour la distribution ; le v*c- 
tcur champ electriquc E esc Indus dans leur inter- 
section, b droit* HM. 

Done E est dinge com me HM, c’esi-a- 
dire cramme Jc veCteur unitaire u des coor- 
dotuiees cyhndriques. La forme de la dis- • ^ 
tribution nous invirait A choisir cc systeme 
de coordonnees, car les plans de symetrie sont faei- 
Lcmcni idcntifiabLcs dans ce systeme : 
it, = CM, J, uj et n, = (M, u% r£). 





■ 

Chnfitrr» ~J loss i-Ti.sn nns Incjika < !■ - -n.iij -■<« C ODV riQhtSrf f 





On a done trouve H(M) = B(r, ft, *)«'» puis fm&Lcmcnt : 

E(M) = E(r}ii\ 

©Tuus Lea plans conlcnant Fane Os sort plans dc svmeLrie de 'a distribution dfi charge's. 

► s . . " . fc _ + 

Done E(r = 0) cst dirige Selon I’iflimectioil de luuS ces plans, C'est-a-dire seton zjf, . Or on sail que 

# • ► ■ * 

E{MJ = E(r) u tf dune en un point M de i’axe cz, E(M ■£ z'z) — 0, ear 0 Csl It seul vecteur ■ Coli- 
neaiie & a deux vectflurs de bast orthogonal!*. Finalernenl : 

E{r = 0) = 0. 



©■ C’esl un probLeme d’dtrCtrostaiLijue,, les champs sent decouples el Fequatkm locale reliant Jc 
champ cEcctriquc et scs sources (constiruccs par les changes fixes) cst I’equaiton dc Maxwell -Gauss : 

divE = 



Four t < R ; die s’ecrii uomme precedemmeni ei pour r > R, les charges som absentes et t’equa- 
cion locale devient simplcmcnr ; divE - Q- 

i- . m m f r 1 , 

En coo r dormers. tylbidriquesj sachant que le champ E cst dirige suivant et ne depend quo dc r t 

la divergence s’ecrii : divE ■= 1 y- (rE). 

r dr 



On a done : 



I d . 

- -J- OH) = 
r d r 



P peuir r < R 
0 pour r > R 



O On sail que E(r = 0 ) = 0 , done on comTncnec par le domamc r < R ct on rcsfiut — — (rB) — -®- ± 
d Or r dr ^ 

Soil - — (rE'i = J — qui a pour solution r 
dr e D 

pjr* 

rE(r) ■= r + K, ou K eai une Constance, 

2e„ 



Bn uiilisani E(*‘ =■ 03 = 0 a Liquation preccdcnic donne 0 = 0 + K, soil K = 0. II viesi alors : 



E(r < R) 



- 

2*. 



0 Dans le second domains r > R, on a - frE) = 0 qui donne ; 

dr 



K' 

E(r) = h ou K’ est one nouvelle cunsiame. 



On La determine cn ecrivam la condition dc passage 
pour le champ eleetrique Lore de La traversee de La 
surface t= R qui separe les deux domaines de Fes- 
pacc- On remarque que 1c champ elccrriquc cst nnr- 
mak i eelle surface et qu h il reste continu car il n'y a 
pas de charges surfacaques : 

E{r = K*} - E it = R ■)* 




soil Efr = R> = 



K 1 

R 



ei : 



P R 

2e, 



qui donne 



2t.. 



E(r > R> 



= £? 1 

2E D r- 




Mecfcides 




Methods n° 5 



Comment determiner I’energie d'unt distribution ? 

On eherche 1‘cncrgie electron! agnetique creec par la dLs- 
bibulkm de courant constitute par un snlenoidc circulate 
dc rayon R, dc longueur L ct comprcnanl N spires ioin- 



C(in,stan|c. On suppose I c ghsnp magneciqiUC ntll lorsqtie 
l n on se tmuve inflnimem Loin du solenoids et que celuki 



pus dc charges fixes susvepLibSes, dc puuwir lc crcer : E = 0 partoul. 

Lj“ plan JI perpendiruLaiie a L^xe Oz dc revolution du sole- 
nOide Cl passant par M. csl plan dc symclrie pour Les spires 
du solenoi'diii car it csr infmimcoT long. te champ magne- 
tique R CTV M cst done orthogonal a CC pliin : H = lW ; . I a 
forme cylindrsque du dispositif nous incite a choisir It sys- 



sdon La direction de Tuxe Oz Cl par rulflliun. auluur de Oz, 



par rotation Lmpose aussi lc choix tics enordonmics cyLtn- 
driques. L J invariance par translation inoutrc que E nt 
depend pat de ^ et cclle par rotation que B nc depend pas 
dc 6, 

On a done : 



On pent uxiliser le theorems d’ Ampere {voir cstereice classique dc magnetosiaiique de \ rt anriee), 
mats on travai I lera ici avee les equations locales (methodc n* I). 

Ost 1 'equation dc Maxwell- Ampere qui relic lc champ B a &cs sources, En statique, clle s^crii : 



lives, chacunc parcourue par un couram d'iniensite I 



pent cere trade cotnme un soliinoide mUnimcnt long done 





-+ Savoir fairs 




tribution (voir methodcs n° 1 et 2). 

© Exprimer hi dens-ite volumique d'energie eltctromagnetique cn function des champs prece- 



I 



demment calculi*. 

© Intcgrer cette densite ralumique sur tout 1'cspacc dans Icqucl cIL-c cst non nuUc, 



I 

I 

J 



L 



-*■ Application 

■O C/rsE un problcmc dc maj?nctoHtatiquc dans Icqucl Lc champ clcctriquc C5t nul* puuqull n'y 9 



teme de coordonnccs cylitidriqucs, 

t n distribution dc courant est invariants par transLarton 




M ’$ 



Le fait de remarquer unc invariance par translation a une 



B = B(r)u\ 



roiB = 0, a 1’inierieur ei a IVxierieur du solenoid? , 




Chnpirm 3 ; tap equal-inns locales flhi r o' r<-.l rnmagnntisrnr 1 



ipyrrghted irrsitQflQl 





Mais on est cn presence de courcmts superficieb i Ic^ spirts, ^ent jointJvcs a on cu compic n par unite 
de longueurs chacunc parcourue rar une intcnsjtc 1, On pent clone ccrirc une densile HurfacLLjue 
de courant : 

" h 

j s = jiln h , en cooidonnees cylindfiques. 



Lc champ magn clique est done diacontmu a la [raverhee de eerie surface J’equarion r = R> et la 
valour de ce champ uniforme dans chaque panic dv I’espace n'esi done pus La me rue : 




K»' pour t <- R 
KV pour r > R 



On sail que B(r -4 + w) = 0, ce qui donne K 7 = 0. 

De plus Idrsque r s R 3 ]e champ ]tiagni'[ique esl LangenLiel cl La condition de passage s'ecritj cn 
nocani + 1 * la region |r < R|- or * 2 « ir> R; : 



Bj - B| = tij' a h, soil 0 - Kjj’ = jyd u e a u t . 

Cela permet de determiner K : K - M/d. 

On urouve enfin : 

B(r< Rj ” ^nlu, ; tiff > ft| - 0, 



0 La densire volumique d 7 energic eleciromagneiique s'ecrit id : 



dW ^ W + B J B- _ j^«_T = nJP|» 

Ax 2 2\i, ~ 2m,, 2 2L* * 

© En coordonnees cylindriques, felt-mem de volume est dr - rdrdfldaj iL faul integrer la den site 
volumiquc panom ou le champ magnetique esi non nul, tfesi-A dire sur tout le volume r du sole- 



nuide : r varic de 0 a R, G de 0 a 2ft ct z varie de D A L 

dW 



W- 



dr 



dr - ff( ^ rdrdSdir - ^ j* rdr f " « f * 
**h 2L J 2L* Uo Jm=m -Uc 



_ M JPP W _ mN^PR 1 

W 21 J 2 2 L 



2L 




Niveau 1 



i c 



Ex, l 

On sc place dan?- un conducteur dc conducniiie 7. 

1) Kjppeki Ij loi d' Oh m locaLt ct Equation dc 
com«rvackKn dc La charge, 

2 ) En deduirt; ]“ii4uai.iE>n ivx tkrivees. jiurtkLks SHEis’ 
faite pax la densiie vuSumiqLie du charges p preseme 
dans le conducteur. 

Resnudre cette equation difterentklk, cri uppelaiH 
p p [M) La vaieur dc p en tout point M a I'origine des 
dates i — 0- 

4 ) Pour un pnim M quckonquc de i ? espace, tracer 
1 'allure de la couibe p(f), detrire k phenamine qui a 
lieu ct en donner- une duree e*f*«iFHtique x. 

5 ) Application numcriquc pour un bon conducteur 
* classique i : 7 = 10* SL £;. - &„B 5 - 10 11 SI. 

CaJcukr x, En deduirc qu'un bon conducteur ne 
peux ctrc charge que su r so surface. 



Ex, Z 

Determiner k champ magnitique E cm en tout 
point dc L'cspace oil lI esc defrni par un Eli cyLindrlquc 
rectihgm; d'axe Off, de Section dreutuire de rayon R, 
parcouru par un couraitc volumlque d'imcnslte totak 

] cl dc demise de la forme } ~j 6 — N r , Du rdisignc la 
distance it I’axc Ok. 



Ex, 3 

En millsam las equations 
Locales (de MaocweLI), deterrm- 
rufTi pinout m il defini, le 
champ magnetique E cr« par 
un eylindrc reetiligne fafiolmfiii 
long, a base CErcuSaire dv rayon 
R ct parcouru par un oourant 
d'intensitc 1 dim* La direction ste 
L'axc ci dc densice de oourant 
ttttifbrnte dans He volume du 
cylindre . let milieu exterieur cat 
assimilable au vide- 




Ex . 4 



Un chHjnp electriqsu: a pour composances cartesienneis 
dans une regioni vide de chance*. el de ciniftnss r 



— B- 

F.= 



a 

E) . 
V" ►. 



|J Cel Ciller la divergence ct k nJtttionnd de cc 
champ clccsrique E. 




1} lin deduire l« compasanres du champ magne- 
tique (on suppose qu'ii n'cxisre aucun champ sth- 
tionnaire). Verifier la vukur dc ^ dsvcTicnce 
3} Quelle relation dorrem verifier « l-e fi ? 

Ex. 5 

Un cylindre conducteur dc 
conducuvite y h dc raynn R, dc 
longueur h, cat consider; 
comme infinimem long ec esc 
par co urn par un couram sta- 
LLonnabu unlformcmcni reparti 
dans La direction de I'oxe- d"m- 
[ensitc 1. 

1 ) Iletcrmincr Le champ electromagnctiquc en tout 
point dc- Tcspace. 

2) lin dcduire Je vccteurde Poyncing en tout point dc 
L'cspace el wn flux a ixavers In surface cyhndrique du 
conducEcur. Cortuncnicr Le rcauLtat. 

3 ) Venfier I'cquatLon locale de Pointing cn tout 

(mint. Imerprtter. 




Ex.e 

On conskLire un cn.insknsiHeyr sphenque- Les arm#’ 
cures sons dca spheres cencentrtqucs dc rayons R, ct 
F. . > R ; . I j petite s]'hen; cse t-Jiorg^e avee unc charge 
0 positive. Determiner la capacite dc cc condensa- 
rcur. 



Niveau 2 



Ex. 7 

Une distribntinrt de churges csE i 
symetne spherique dc centre O. 

Ires charges sent rcpariles cn 
volwme #vec unt dcnsiie p(r), r 
dcsignant la distance au point O. 

Lj dt’Eisiie p n'esf non nufle 
qu'entre r - R -'2 ct r - R, clle csl 
nuLle aaLkurs ex la charge un ale dc La d-istrLbuticm cat 
Q. Le champ clcctroslatique cree par cettc ilistribu- 
tLon vaut E - ft{ar - R)i/ r dans L’intcrvalLc [K- 2 ; R], 
ou r/ r -est 1c vectcur unituirc radml die la base des Ctior- 
donnecs spheriques. Ire milieu est assimilable au 
vide. 

1 ) Dortnci Lc domainc dc dehnidon du champ ll. 
Que vgul’il m pokm O ? I* champ «si-il cnmlnu par- 
tout y 

i> En uEillsam les cquaciona toealcs [dc Majtwcll)., 
determiner ti po«rr< R'Z. En deduinr 1ft vukur de a, 
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3) Elablir In Loi p(r), Cslcukr I* charge u>t&k «i 
dcduirc La valeur de k. 

4) En utitisant Ice equations Locales {de Maxwell), 
determiner poor r > R. Verifier ce ri&ultai i I 'aide do 

Ihenreme lie CLausS. 

Ex. 8 

Un fil conducteur cylindrlqucj 
note (1), non magnetique, de 
rayon. R,, d^axe A - {Oe), ck tf&s 
grande Longueur, esc parooum par 
un courant continu, d‘intermle I. 

Le milieu (1) eat assimilable au 
vide. Le £1 esl entoure par un isr>- 
lattt at par un autre conducreur cylindrique note (2>, 
de rayon interieur R, el de Htycn exterirut- R v 
Le courant d'Lnienaiic I passe toujours dans le ftl (I) 
ei revient en sens inverse pa: le conducteur (2), la 
densLte de courant etant toufourS uniforme ei paral- 
lel? A raxc A dans chacun des deux conduct curs. 

En utilisant les equations locales (de Maxwell), deter- 
miner le verteur champ magntoqpe B crei par os 
counnt. 

Tracer la couibe B(r)., 

Ex. 9 

Une sphere Sp tie flJitJtl u, pmiquement poncrucLIe 
ci initialement neutre, cmec des electrons de mantere 
isotrope a partir d’un instant que Fon prmd Wtnme 
origin? des dates. Sait tt Le nombre d'electrons errns 
par unite de temps el v - v t/ i* r leur viie*^ dont la 
valeuf est considercc enmme constant? en tour point. 

1} Quelle est la densite volumiquc de charges mobiles •) 
JEn deduire la densile de courant j'tr, (). 

i) QuiLnusruiT le ehamp deeceique (suppose iso trope). 

3) Determiner Le champ magnetique. 

4) Verifier la eompadbLlile des equations de Maxwell- 

5) Erudier le bllan energetique. 

Ex. ID Balance de Conan 

La balance de Conan est un system? qui peimct de 
mesurcr un champ magnetique unilbrme. 

La balance comport? un circuit eleetrique conduC- 
tcur A.CDE et un plateau pouvant reeevnir des 
masses marquees. CD est une portion rectLbgne de 
longueur L i AC et DE Stwit des portions de cerclc de 
eencre Q ec de rayon rcspectif R, et R L . Ce cfacuit 
ileuinque esi al imetue par un gcncraiem qui y fait 
circuit: un courant constant I. 

L? circuit *e miiiw dans le champ magnetique uai- 
formc B — Bw’, 

On note I'acceleration de la pesanteu* (elLe que 

g = -s<v 




1) Deerire et expliquer le phenomene observe. 

2) Determiner Fexpiession de La force de Laplace qui 
s’exeree sur Le circuit. 

3) Quel est le moment au point O des forces de 
Laplace qui s'exercent sur Le circuit ? 

4) Afm d'equilibreT La balance, on place sur le plateau 
des masses marquees. Ifonner la valeur de m qui per' 
met de maintenir 1'tqtultere. 

5) Calculet E pour R, = 25 cm j R, = 31 cm j 
b — 30 cm i 1 = 3 A ; g — 3,81 m's 1 et m — 5 g. 

Ex. 11 Le molaur synch rone 

Un system? de boblnes {le stator) produit dans un 
certain volume un champ magmitique R suppose 
uniform?, d’ amplitude B.., qui toume dans le plan 
.tQy aulour de I 'axe Cfo ave? La pulsaiion Ui n constants. 
D' autre part, une piece mobile autnur de Fax? Oe (le 
rotor) consticuec d’un petit aLmant portant un 
moment masnetique permanent .M, orilingonal a Oi, 
tourne dans le plan xOy d’un mouvrment de rotation 
uniforms de pulsation HI yWiir figure d-dessous). 




La valeur de Tangle (hi, B) a [’instant initial est nolee 
« comm? indiquti Sur la figure. Qn note tr* le s'ecieur 
unitaire de Fax? Os. 



1) CaLculer la valeur instantanee du couple magne" 
tique F(r) exereii pat le champ B sur la piece mobile. 
Rn disduire sa valeur rfioycnnc au ouues du temps 
et eommenter Le resultat en distinguant le cas U> = U), 
du cas on ± to,.. 

1) Four quelies valeurs de iu et It ce disposidf fonc- 
ItOlUKH'il en mnteur ? Justificr La tcrminnlogtc de 
+ moteur synchrone i. L^aimant suit-il ou precede-tdl 
alors Le champ magnetique dans son mouvement ? 

Quelle est dans re cas la puissance maximal? que 
peut fournir le moteur en regime permanent ? Qii tst 
prerisement la source d'enetgn* dans ce montafte '■ 




t Kiarcices 





Ex. 12 

Un cylindre mctalLiqu-c dc conductivity y, dc rayon a 
du longueur I., tSt pluLL a 1 1 initfkLLr d’utl ]iT»n£. 
solcnaadc dc mime axe que lc cylindrc, de rayon R, 
iyant n 'spi’rv’i p*I metre, ptrcouni par un yi luritrn dr 
basse frequence d’Lntensjre j'{r) = Igt:os(cur). 

L 



,r\ 1 T 



1 


q — DT, 


J 




U • 


1 



\fm 



1) Rappeler ^expression du champ magnerique erec 
par ce solcnoid-c cn tout point de 1'espace. 

2) En deduite que necessairemchl, wit champ 6Lcc- 
trique L est ciw. Lc determiner a Pintrrieur du sole- 
noid*. 

3) E-n deduite la density lie enurani uoLu-mique j qui 
apparait dans lc cylindrc ccmducteur. 

4) Determiner la puissance- inStantartSc dissipee par 
effet Joule dans ic conductcur. 

5) Determiner, a l‘in|6rieur du cyLtnd» d le chimp 
magnciique variable B", suppose nul si Texteneur du 
eyUndre et eitt par la densire de courant voLumique. 

6) CalcuLcr lc rapport dca amplitudes dcs champs B 
et B 1 , Interpreter 

E* 13 

Un disposiiif esi Forme de deux armatures sphe- 
nques, cunccntnques et conductrioes, de rayons « et 
ib > ii. L’cspace compris entre ks armatures possede 
une wndwamte y. A Tmstant t = 0, l armature mifr- 
rieurc esi chargee avee une charge t^,-, aucuoc charge 
n l e*t presente ailleufi. Oh wppO MI l qu’d n'existe 
auenn champ siatique. 

1) Montrer que la dehsite vnlutnLque de charges p 
rcste nulls au sein du conduct-eur int er- armature*. 

2) _ felablir 1' fipTftlk -n du champ ekctmmagneiique 
■:' t , El i dans Le milieu conducteur. 

33 Montrer quVucuoc puissance £l«iromafintoit|UC 
n’est rayonnee par Lc system c. lltahlir le hilan local 
dcs puissance*. 

4) En deduirc I’expressian dc la charge Q{r} de 3”ar- 
niature LfitfrieWt- 

5) Etablir le bilan integral des puissances et I’integrer 
entre k$, instant* r = 0 et i = + ». Cnmmenter. 

EX. M 

Une sphere metallique A, de rayon R, = 6 cm, eSI 
aijppfisee esolatne cr au porenrielV — 30 kV. On prend 
le potenticl nul a linllm 



U Cakukr la charge Q, de A, ett la iupposant chat 1 ' 
gee uni for mem cm, en fonction de R, et V. 

23 On cntouic A dune calotte spherique isolame B 
concentrique a la premiere, de rayon interictir 
R, — 10 cm et de rayon extericur R ; , — 12 cm. 

4>) Calculer la charge Q,. et le potential V. de B. 
Donner la repartition de octte charge sur U. 

b) Quel est Lc potential V dc A ? 

c) Tracer les courbes V(x) et E(x) dormant le poten- 
tie! er le champ a une distance x du centre. 

1) On relic cnsuitc B au sol. Cakuler riflfft le poten' 
tie! V" de A. 



Niveau 3 

lx, is 

En L935, les frcrcs- F cc H. London decrivent dhcori- 
quement * ITftVt Meissner *, dormant l evolution du 
champ m:ignelitjtUf a 1'in.tctletir d'uo supraeutlHduC- 
tcLir (milieu dont La perminivite et la pcrmeabilite 
sunt ve I Les du vide). Loraque le matermu vst dans sh 
phase supracondueirkc et qu'il esc snumis a un 
champ magnetique exterieur, des courants (de den- 
site j) appaiaissent. Soient v la vitesse Lnstantanee 
dc* pnrU'urK dc charges asswnes a ccs count tits, m 
leur masse > c Lour charge ekcirique et n leur densicc 
voLumique {no mb re par unite dc volume) . On notcra 
E{M, f) le champ clectrique en un point M de L f intc- 
ric-uf dh suptaueindLietetif a I'Luhmm I- 
l) Lien entre ie champ eLectrique et la densite de cotirant. 

a) Ecrire I'cquaxion dc mouvrment dc chaquc por- 
tcur considc-TC fwnfflr n'^tuPt itoumis qu’a la seuLc 
action du champ elcctrsquc. 

b) En emvant La reljitkm entrC j Ct v, motttref que : 

E = ^ , ou J’on exprimera la esmatante K en 

fonction dc m, u, e et | 4 fl . 

c) Montrer que X est homogenc a unc longueur. On 
rappellc = I, ou c esc la c^lericii. 

d) Calcukr A. pour 1'aLuminium avee les donnees sui- 

vEintes r 

m = 0,9- l<r v kg. n = i ft’ io M m-\ « = c t 

- 4n- 1 0 1 Si . 

2 > Dans titute La suite, on se place en regime quasi- 
s t at ton n Hire. Lc murerinu csl locaJeittcnc ncutrc 
{p = 0 cn tout point). 

a) Ecrire Lc* equation* de Maxwell dan* le tlipuun- 
ductcur siege de la densite dc coupanc j determine* 

en L). 

— » 

b) En deduirc que k Champ magnerique B esc solu- 
tion dc ; _* 

^ [mf(pMB) + p ] = O. 
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3) Les fferes London out pustule qut |j solution 
dev-ait verifier : , 

FotfraB) + = ft. 

Mon ire r que B doit satisfaire j. ['equation dice ■ de 

L on d on » ; , 




4) Solution ek 3 J £qu«fcn. Dans mute la suite* on 
considere te cat d’une pLsque supracouductnoe infi- 
nic dans, tea directions x et y, occupant It denti- 
espacc s < 0, I’onpne O etant choisie sur la surface 
de la plaque- On applique le champ B = uni- 
forme a I’c-xterkur du matcriau cc on chcrche un 

, , —P ' , 

champ de la forme Q = Bi»n , duns Je materiau 



viras Jj 

x‘ 


L + 

-► k 


MipracD'iduLtHur 





u) Quelle esi la solution genetak Ffe) do I 'equation 
obienue en 3) {Its ennstantes nt soni pas a calculcr 
id) ? 

b) IjCs HUflOtl etant cnnsid-cres dans eerie panic 
comme reparus dans It volume du materiau, il n'y a 
pas de eourtna suEftdquea a I’interface vide-*upiu- 
conducteur. En deduire Its conditions aux Limites qus 
doivent etre satisfaites par la solution general? dons la 
geometric propasee. 

c) En didubc I’expression de B{r) en function de D,„ 
k. 

d) Tracer l a Hurt du graphe de B(s). Quelle distance 
caracteriatique des variations dt B peut-on definir it 
I’intericur du supraconducteur ? 

c) Commenter ; nesumer I'effrt Meissner. 



Ex. 16 

On charge un condensateur plan de capaclte C a ca- 
vers une resistance It Ous homes d'on getkiuteur 
ideal de force electroina-trLcc U constants (a 1’origine 
des dates i = 0, k condensateur esc deeharse}- On 
suppose que scs armatures sont circuJaires de surface 
S mais qu'elks peu^nl etre ciinsnkrccs eoniiMii des 
plana infims sipaks par une distance d de vide (Lso- 
lant parfalt). 

1) RepruxeutcT 9? schema (ktttiqiK et dhemte Ja 
loi ^(rL charge de I’armature positive. 

2) Ekterminer le ctwmp iflertrique B£f) erme lo. arm4i- 
curcs (on le suppose nuJ aiUeurs). On suppose que la 
charge est unifurmtment TijfWriii- auf les armatures. 

3) En deduire que,, nccessaircmcnt, un champ magne- 
lique F exist* etltre ks armatures- Quelk cm est la 
source ? 



4) Quelle est la topographic du champ rtiagrtetique B 
{direction, variables) ? Pour cette etude, on rve sup- 
pose pas Ira armatures comme des plans inlinis. 

5) A L'aide de L'equation Locale adequate, tnontrer 

que : tt ^ 

B = l|B|i=5g^- 

6) LftiLiser^ k theorem* d "Ampere generalise pour 
retrouvtfr 1) emr* ks armatures. 

7) l jc modele est-i) en accord avee I'enscmblc des 
equations de Mundl ? 

8) Etude cnergetlque. 

a) Dans I'etudc electriquc de ce circuit RC 3 quelle csr 
la puissance P tegue par le condensateur ? On I’etc- 
primera en function de U, R, C ei t. 

h) Fn deduire 1’cneigie W re-fue par Le eondensateur 
entre 1 'originc des dates et I’instant r. 

c) Rappelcr 1 'equation locale de Ihjjntjng. Donner 
Finterpretatiun physique de chiique termc. 

- k 

d) Determiner I’espressiun do vecteur vk Ptiynting R 
a I 'instant c, cu fonetion de U* r, Rj S, d, C cr i. On 
dome [expression de la rapadic de cc condensateur : 

(f ' 



C = 



c) En utilisant le vecieur de Poynong, cakuler la puis- 
sance P re^ue par Timeneur du condensateur i I'sns- 
tant t. On note a le rayon des armatures. Condure, 



Ex. IT 

Un milieu conducteur de cond uotiv ite 
^ D ! m 'j capacf^rise par la parmintvito 

dlclectrique ^ . — — - S.l. et la permeabklitc 

3W' L LP 

mitgnvlique u 0 = 4JI- 10 ~ S.I., oecupe k demi’espart 
tt est lunik par k plan, x ®. 0, 

Ce conducteur est place dans un champ electr<jma- 
gnetique sinusoidal de frequence / = et invariant 



par translaiion scion les axes- Oy et Oa-. 




On vl pluccru dam tout le prubteme aux CiequcciLLS 
f < /p, frequence pour laqnelLe Lc module du couianc 
de deplacement est egal au millieme du module du 
courant de conduction. 

1) Calculcr la frequence f D . Commenter. 

2) Eiablir 1 'equation differeniiielle verifice par le 
champ eleccrique E(M, i) en M(x, jy s z) a I’instant r, 
a I'inkrieur du ciMidueteur- 

3) 1j$s ILftp** de wurarn dans « eondueteur tent 
paralleles a I'axc Ov. 
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«) Montrer, qu'au pvinl M {jr, y, tr), la densite de cou- 
rsm voLumique cat dc la forme : 

- f 

K*t r ) = /„ e «js(2n/r - £*) u, , 

ou les coefficients £> et ft srcom exprimes en fcnrtion 
de/eiy. 

b> JustLfici la denomination ■ d'cpaisseur de peau • 
atmbuee a &. 

J) a) lixprimer le champ magnetique B(jt„ j) dans ]c 
efinduCteur eft M 

h) Etl ckduirC u. puissance moyciinc P„ r*ydWftfe a 
t ravers une surface plane S situee dam le plan d'abs- 
cissc if, en fonctinn de S, / rJ £ et y. 

5) Exprlmer La puissance moyenne Fj dissipee par 
effet Joule dans k parallelepipede delimlte par lea 
plana jc = 0 et x ~ 5§ et de section S. On suppose que 
F’« 1. 

d) Comparer F H 01 F.. Conduce . 

Ex. 18 

Un coruknsatcur plan cst forme 
d un ensemble de deux disques 
condocteurs, tk mame rayon R, 
paialLelcs, dc meme axe Oz t dis- 
cos de A « R ei sepates par du 
vide. On utilise Its coordonnees 
cylindriques (r, ft, 2 ). 

On applique, dans I’espace si Cue entre Les deux disques., 
un champ cleetrique uni forme E, - F. n <os»{ u m oCt pi" 
est un vecteur de base pour les cooidonnees cylin- 
drlques. On suppose qu’aueun champ nc depend de 
La variable a, 

I) Montrer ijiTil eaiste dans cet espace un champ 
majpierjque R., cfe£ par E r 

— # 

2} Dormer, en La iustifianc, la direction de B, ainsi 
que les variables drmx tl depend. 

— #■ 

3) A panir de 1’equadon de Muiml reliant B, a so 
source, et en utilisant I'fecrituct complexc, exprimer 
LE en fonction de r, <U ci c. 

d) En dednite la forme jnscantan^e de R, (expression 
recite du champ). 

IjC champ magnttiqije R, cnie luimi^me yu champ 
elcctrique note ti,. 

•Hfr 

5) Op suppose que k champ ekctiique E 2 esc diriutt 

•don tr*- Etablir la relation entre et E, et en 

dr 

deduire £, en fonccion dc E t , r ec c. 




6) licnre Le champ elcctrique total sous la forme 

E, [I - **(0] « Oiprisuet k{t) r 

1) AN : t» = &• Iff rad-i- 1 ; R = 10 on ; c ■ m- 1 . 

Culcukr ei'Ki Commenter. 

On wnsid^re^ maincenam^qmi E 2 crsje un champ 
maipietique B., qui cree E jn qui ckc B, ci ainai de 
suite. On suppose que ka champs ekcuiqUiS E Sttftt 
dixigies sekm u\ 



Si) En utUisant les resultats des questions piece- 

3E 

dentes, expnmer en foncticm de E, puis en func- 
tion dc £.. Hn deduire en fonedon dc et de ft(r). 



9> Ouclle cst I’exprcssLon du champ elcctrique total £ 
U distanvc R — 1 0 cm de l 'axe si on neglige les champs 
dont I' amplitude ne depasse pas 0,01 % de Famplicuda 
de ? On preifd W = 6-10 7 f*dl 'rt c = 3-10* nrs l . 



Eh. 19 

On considere une sphere dc latynn R uniformcment 
chargee de densii^ <k chat^es p. 

1? Calculer le Champ ^lectromaKnetique cnee par 
cette disiributiDn en tout point de I'cspacc, cn udLi- 
Utnt le* £qu&tipfl$ Ilk; aks. 

2) En ckdukK Tfenergie W du champ el^CtT4.una$rk- 
(ique de cette distribution. 

3) On dit que I'enetgne d'une distribution esc egale au 

travail que doit four nir un ciperaieLif puur caaAembkr 
ces charges depths des positions ou dies som mtini- 
meni eloignees les Lines des a Litres. Lkpfi-raieur- 
construit la sphere prcccdeme couche par couche : 
Iflfsque la a p<twr rt^tn r 3 il apporte une 

charge dtf qu'il depose dessus, pour obcenLr une 
sphere dc ra^n r + dr. 

b} Exprimer la charge dy 

b> Exprimer k qhamp eketriqtw cre>t par U sphere 
de rayon r a une distance r*> r de son centre. Quelle 
force subit la charge se irnuvani a La distance r'? 

c) En deduire le travail dW, :q des forces electrosta- 
bques lorsque Foperateur appone la charge d q sur la 
sphere. 

d) En deduire le travail dVt', v que l 4 op<~rateur a alors 
cfTecrue. 

e) Quel est le travail total de ropeiateur pour 
cfinsmjire entkremeni eenc sphere ? Cnnelure. 
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Indications 



[3TH 

2) On utilise UM icjuatiiiil de Maxwell pour dfotc 
nit I'iquapon iux dcrivrcs parrldlcs. 

1) On utilise b lol cFOhm pour determiner le 
champ electrique 1: et Lei equations locales pour 
ubceuir k champ mignehque 15. 

I-Tl'i 

II faut„ en premier Lieu, determiner le champ elec- 
rrique tntn Les a nnat u res. 



Ex 9 



1) On erudte La charge emise pendant dr. Ces 

charge* *t teat A la vim et *e tt«u- 

venc done dans lc volume (Tune sphere excuse 
donl il rests a determiner le Yblume, On en deduil 
la densltc volumiquc de charges 

La den sue de oouram esi par definition : 

/CM. f) - p(M 3 1 ) s' CM, i) . 

2) On utilise k theorems de Qltm. 

3) La ebamjH magndique asr nbteJW a jiartif dea 
equations locales. 

4) On applique Lc theoreme du moment rinedque, 

fflMB 

1> On determine d'almird He champ eleetriqne crfk 
par la sphere. On en deduit cn idnetian de V, 
f n etR,. 



2) a) On utilise des resultals de la queshun 1). 

b) On calcule la difference de pr ten del aux homes 
des deux armatures. 

c> Quel est le pocende! dans un conducteur en 
AquiLihre ? 



IEiTtb 



1) e> On part de Lkquatmn K = Hf A 3 ■ 



Ex. 16 



1) 1! s’agit d’wrifi eludu gkcutmique, 

2) Oil COCifeiere les armatures cumme des plans 
imfints. 

<l) Les armatures toot ici oomldferte* comme df- 
culatncs ec non LnhnLes. 



Ex. 17 



1) b) On integre La valour muyenne du ve-cteur de 
Fo young. 

— K —l 1 : 

5) On anregre la vakur mayefuje (j-E> de la puis- 
sance iournie aux portetirs de charges par unite de 
volume- 



Ex. 19 



-* 

1) On etudie k champ electrique E puts le champ 
magnerique B. 
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ex erczces 



Solutions des 

Exerciees de niveau 1 



Exercice 1 

1) La bi d’Ohm locale s’cerit i 

J (M, i> = 7 E(M, i), 

o-ii j (M h 0 represtmie Lu den site de COunmt vulumique ijui traverse Ee ConduCteux en uA point 
M a | 'instant i et ECM+f) k champ cleetriqu? ay point M a ^instant r, 

L'cquatbn de conservation do la charge s’ccrit : 

divj (M, 0 + |* (M, 0= 0, 

on pC.Ms. r) represent? la densit? voiumiqu? de charges present?? ais point M a L’initant r. 




Oans ees Expressions,. on Sail intervenir ie pa ri M pourfoien iisistE' surle Fait que ces re'al ons son! Fpcales. 
et I it temps t pour ns p as ouMier que ee son? dp s grandeurs vari a ties a u sours d u tamps. 0 a as la-s uKtjrcices 



si.iMaits. an simpliFie souvprt ces expressions an ecfivarrt : 



i=y£ sr 



p 

tliv/ + 






= 0 . 



2 > A pardr des expressions precedenies, on pent ecrire une relation enire le champ ele'Ctrique et 

-j 3p 

La densite volumiqoe de charge : V divE(M, r) + -MM* () - 0. 

at 

LI faut alors trouver une aucrc relation entre I? champ eketrique Ef(M* tl et la densite vnlumique 
de charge. II s’agit de Fequiatkm de MaxweLl-Gausfi qui peimet dkcrire : divE(M > f) — 1 ^ . 



On en deduit : 



P(M, 



, o + sp 



<M + 0= 0. 



e# ’ ' 

1) On retrouve la une equation differeniielle du premier degre qui se rescue sous la forme 

P(M, ty = p (M)e ' 1 , avec 



4) La courhe rcprcsenrant revolution de la densite p 
volumique de charges a une forme exponentielie 
d^enussune. 

UcTudc de 9a tonccion esponenndlo deemis-same 
nous permet de dire qu'uu bout d’un temps / = 3-1, 

p(\k r) * p 0 et an bout d’un temps t - Si, 

p(vl, o * o # oip r 

i) Application mtmerique : % — J3 ,85* 1 & -1 * s. 

Cela signitie qu'au bout d 7 un temps de Lbrdr? d? 5x, 
soit 4,4- 10 ]? second?, la densite volumique de 
charges p pourra ecre tonsideree comme nulle. Cette 
dure? est fable ct de c? fait, ks variations de p ne 
sont pus prises en compte. On pent alOri COrtSiderer 
que la densite volumique de charges ?sr nulle en tout 
point du volume d'un bon conducteur. dependant, 
rien n’etnpeche une charge en surface. 
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A Dans tr. htRS l*s, applications concerns, rut ties cnnmps elentrQmagiietiqces I rsotS inment les cades] qui serpnt 
sbordfa en deu*iin» srinee, le c^amp electrQmtgjietjqLie vane sin des tennps caracteristiquei Mperieurs | 
ID -4 seconds, L'approximsiitnt est done valaWe. 



Eitercice 2 

La distribution du Con ran l a uilt: forme Cyliiidriquc, i.- c j travaille alors uil COOrdonneeS cylindriques 
d’axe {Oz>. 

Ij. distribution dc courant Kt voluniiquc, Ic champ magnetique B est done dclini ct 
conlinu en tout point, 

* On met en oeuvre ]a methode n c 4 : 

Dans un premier temp** nn etudie Lcs symerrics ct invariances du champ magnetique, 

En un point M qucL-conquc dc I’espace, solt H le projcic ortho- 
gonal dc M sux I'asf du cylindre. Lc plan Jl, [plan cootenant 
1'axe du cylindre: ct la draite HM) est plan dc symetrie pour La 
distribution, B cst done orthogonal a cc plan, B « t dirige 
scion tc vcctcur umtairc ii A dc la base cylindrique. On remanque 
que tout plan d’anti-symeirie ne sen a ricn id. 

La distribution cst invarinnte dans mute rotation autoyr dc son 
axe, ainsi que dans Loutc translation Scion son axe. On cn 
deduit B = B(r) . 

Dans un systeme dc coordonnccs cylindriqucs, on a : 

* Ensuitc, il faut trouver un point oil Le champ magnetique a une valeur caraetcrstiqucr Or, tous 

Les plans contenart Eaxc du cylindre soni plans dc symccric de la disirLhution dc charges. B cat 
done orthogonal a tous ces plans. Ccd n'est realisable que si levccteur es-t nul soit = = Q ■ 

■ Puis, on utilise one equation de Maxwell qui permet de calculer le champ magnetique dans 
FARQS, U s’agit evidemment de r equation de Maxwell- Amp ere que Ton ccrit dans les domaincs 
jr ? Rj ct lr ^ R) , oil lc milieu cst assimilable au vide. 

On eonnait lc champ magnetique suf I’axe, on commence done par etudier I 1 Equation de Maxwell 
dans le cylindre. 

► Pour r =£ R, rotB = P J d’ou rot B = - ^-( rfi(r)) M. = ii^ u 7 - k t - 

rcr 1 1 R 

(9 T 1 

D ’™ donT,e: 




rB(r] = — — hK t ou K ret une constancc d’iinegraiion. 

% R 

U champ magnetique nul sur L"axe R(r s 0) donne K - {S. 

On en d£duit alors [’expression du champ magnetique : B(r £ H)= n n J n ~ — - 

1 I -4 



► Pour r ^ FL, rotB = 0 puisqu ,, il n'y a pas dc caurant a tVstcricuj du cylindre d K ou : 

rot B = — t— ( rB f r)] u = 0 . 
rifr' % 1 

Done — (?B(rJJ=0 donne: »B(rJ=K - , ou K + cat unc conitantc d’inicgmtion- 

Or, le champ magnetique est continu a la surface du cylindre puisque Ton cst en presence d’une 
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